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I. Abschnitt. 

Ganzzahligkeit in der algebraischen 

Geometrie. 

Dem Lehrer, welcher wünscht, daß seine Schüler 
nicht immer mit mühevollen Berechnungen ihre Zeit 
verbringen, muß daran liegen, daß in der algebraischen 
Planimetrie und Stereometrie nicht allein das Gegebene, 
sondern auch das Gesuchte ganzzahlig oder doch we- 
nigstens rational wird. Aus diesem Bestreben ist der 
Inhalt dieses Abschnittes, der auch in der Festschrift 
anläßlich des Kongresses deutscher Philologen und 
Schulmänner (Hamburg, 1905) erscheint, allmählich 
hervorgegangen. 

§ 1. Der Begriff und die Eigenschaften des 

heronischen Winkels. 

Zu den ältesten geometrischen Ganzzahligkeits- 
problemen gehört wohl die Aufgabe, für die drei 
Seiten eines Dreiecks drei ganze Zahlen so zu finden, 
daß auch der Inhalt durch eine ganze Zahl aus- 
gedrückt werden kann, soll doch schon Hero von 
Alexandrien selbst, der zuerst lehrte, den Inhalt 
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eines Dreiecks aus den drei Seiten zu berechnen, für 
die drei Seiten a, b, c die Werte: 

a = 13, 6=14, c=15 

angegeben haben, aus denen sich der ganzzahlige 
Wert 84 für den Inhalt ergibt. Demgemäß beginnen 
wir damit, anzunehmen, daß außer den drei Seiten 
eines Dreiecks auch der Inhalt ganzzahlig werde, und 
nennen jedes Dreieck, das diese Eigenschaft hat, ein 
heronisches. 

Wenn oc , ß , y die Winkel eines heronischen Drei- 
ecks sind, so muß jede der Zahlen 

ot ß y 

tg-g, tg£, lg£ 

rational sein, wie aus der Formel: 

A ot (s — b)(s — c) 

% T - — -j — 

ersichtlich ist, wo J den Inhalt des heronischen Drei- 
ecks und 8 seinen halben Umfang \ (a + b + c) be- 
deutet. In jedem heronischen Dreieck muß also der 
Tangens der Hälfte jedes Winkels gleich einer ratio- 
nalen Zahl f sein. Daraus folgt aber über den Sinus 
und den Kosinus eines ganzen heronischen Winkels, 
daß sie beziehungsweise gleich 

2 f und '-f 



1+p 1+ p 

gesetzt werden können, wo f eine beliebige rationale 
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Zahl ist. Denn: 

sin<x = 2 sin-- cos — = 2tg — • cos 2 — 

u u a 2 

*2 2f 



<x 1 + P 



und 



9 Ä • 9 Ä 

cos 2 — — sin 2 — 
2 <x . 2 * 2 2 

cosä = cos 2 — — sin 2 —- = 

2 2 ,ä . * 

COS 2 — + Sin 2 — 

2 ^ 2 

_ * 2 1 — f* 

-.+*•-»+/■• 

Hieraus folgt noch: 

2 f 1 — f* 

%* — t — ^2 und <*>*£* = 2 / ' 

Bezeichnen wir jeden Winkel, der Winkel eines hero- 
nischen Dreiecks sein kann, als einen heronischen 
Winkel, so können wir hiernach den Satz aus- 
sprechen: 

Jede beliebige rationale Zahl ist gleich 
dem Tangens der Hälfte eines heronischen 
Winkels. Der Sinus bzw. der Kosinus eines 
ganzen heronischen Winkels ist zwar nicht 
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gleich einer beliebigen rationalen Zahl, wohl 
aber gleich: 

2f bzw. '-F 



2 



i + r i+r 

wo f eine beliebige rationale Zahl bedeutet. 
Da jede rationale Zahl das Verhältnis zweier 
ganzer Zahlen ist, so setzen wir 

1 m ' 

wo n und m beliebige ganze Zahlen sind, und er- 
halten: 

2mn . m 2 — n 2 

bzw. 



m 2 + n 2 m 2 + n 2 

für den Sinus und den Kosinus jedes heronischen 
Winkels. Im rechtwinkligen Dreieck, wo der Sinus 
und der Kosinus eines spitzen Winkels gleich dem 
Verhältnis zweier Seiten ist, muß demnach die Hypo- 
tenuse gleich m 2 + n 2 und jede Kathete gleich 2m» 
bzw. gleich m 2 — n 2 sein, wo m und n ganze Zahlen 
sind, falls dieses rechtwinklige Dreieck ein heronisches 
sein soll. Man kann daher alle spitzen heronischen 
Winkel auch allein aus dem rechtwinkligen Dreieck 
erhalten, wenn man alle rechtwinkligen Dreiecke bildet, 
deren Seiten sich verhalten wie: 

m 2 -f- n 2 zu 2mn zu m 2 — n 2 , 

wo m und n beliebige positive ganze Zahlen sind, und 
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m > n gewählt ist. Um also alle denkbaren hero- 
nischen Winkel zu finden, hat man in 

2mn , m 2 — w 2 

sin* = -— - — - und cos* = — — — - 

m 2 + n 2 m 2 + w 2 

für rn und n alle denkbaren ganzen Zahlen zu setzen. 
Um dabei aber jeden Winkel nur einmal zu finden, 
hat man von vornherein m und n so zu wählen, daß 
sie ohne gemeinsamen Teiler und nicht beide 
ungerade sind. Tut man dies, so findet man alle 
denkbaren heronischen Winkel, wenn man zu jedem 
gefundenen Winkel auch das Komplement hinzufügt, 
oder, was dasselbe ist, wenn man sin«: nicht allein 
gleich 

2 Win . , ... m 2 — n 2 

sondern auch gleich 



m 2 +n 2 ° m 2 + n 2 

setzt. Daß überhaupt diese beiden Formen nicht 

wesentlich verschieden sind, erkennt man aus den 
folgenden drei Identitäten: 



m 



rt |7m + A 2 Im — n\ 2 ] 



m 2 — tt 2 = 4 



[ 



m ~\- n m — ri 



o , o c \(m + n\ 2 , fm — n\ 2 ] 

Wenn man noch m immer größer als n wählt, so 
erhält man alle spitzen heronischen Winkel. Die 
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stumpfen heronischen Winkel erhält man durch Er- 
gänzung der spitzen zu 180°, oder, was dasselbe 
ist, durch Vertauschung von m und n. Überhaupt 
wird man heronisch jeden Winkel nennen dürfen, der 
dadurch, daß man ihn beliebig oft um 90° vermehrt 
oder vermindert, zu einem spitzen Winkel führt, dessen 
Sinus und Kosinus bzw. 

. . 2mn . m 2 — n 2 

gleich — — — - und gleich — — — - 

m 2 + n 2 m 2 + n 2 

sind, wo m und n ganze Zahlen sind. Um aus 
diesen Ausdrücken jeden spitzen heronischen Winkel 
nur einmal zu erhalten, hat man dafür zu sorgen, 
daß m und n keinen gemeinsamen Teiler haben. Da- 
bei ist es nicht nötig, die Winkel selbst, etwa 
in Graden und Minuten, kennen zu lernen, son- 
dern es genügt, ihren Sinus und ihren Kosinus zu 
kennen, die beide rational sein müssen. Dadurch wird 
die Aufsuchung der spitzen heronischen Winkel iden- 
tisch mit der Aufsuchimg der pythagoreischen Zahlen 1 ), 
d. h. aller derjenigen Zahlen -Tripel, welche die Glei- 
chimg: 

x 2 = y 2 + z 2 

erfüllen. Wir stellen deshalb im folgenden nicht die 
Sinusse und Kosinusse der spitzen heronischen Winkel 
zusammen, sondern die Größen m 2 -\-n 2 , 2mn, 



l ) Vgl. u. a. meine „Math. Musestunden 11 (Leipzig, 1900), 
Band I, S. 106 n. f. 



— 11 



Tabelle der spitzen heronischen Winkel. 





m 


n 


w 2 + n 2 


2mn 


m 2 — n 3 


1) 


2 


1 


5 


4 


3 


2) 


3 


2 


13 


12 


5 


3) 


4 


1 


17 


8 


15 


4) 


4 


3 


25 


24 


7 


5) 


5 


2 


29 


20 


21 


6) 


5 


4 


41 


40 


9 


7) 


6 


1 


37 


12 


35 


8) 


6 


5 


61 


60 


11 


9) 


7 


2 


53 


28 


45 


10) 


7 


4 


65 


56 


33 


11) 


7 


6 


85 


84 


13 


12) 


8 


1 


65 


16 


63 


13) 


8 


3 


73 


48 


55 


14) 


8 


5 


89 


80 


39 


15) 


9 


2 


85 


36 


77 


16) 


9 


4 


97 


72 


65 


17) 


9 


8 


145 


144 


17 


18) 


10 


1 


101 


20 


99 


19) 


10 


3 


109 


60 


91 


20) 


10 


7 


149 


140 


51 


21) 


10 


9 


181 


180 


19 


22) 


11 


2 


125 


44 


117 


23) 


11 


4 


137 


88 


105 


24) 


11 


6 


157 


132 


85 


25) 


11 


8 


185 


176 


57 


26) 


11 


10 


221 


220 


21 


27) 


12 


1 


145 


24 


143 


28) 


12 


5 


169 


120 


119 


29) 


12 


7 


193 


168 


95 


30) 


12 


11 


265 


264 


23 
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m 2 — n 2 , die nach den obigen Vorschriften zu bilden 
sind, wobei wir es dem Leser überlassen, aus jeder 
Zahlengruppe den Sinus und den Kosinus von zwei 
heronischen Winkeln zu erkennen, die sich zu 90° 
ergänzen. 

Diese Tabelle, die mit der alten Tabelle der pytha- 
goreischen Zahlen identisch ist und beliebig weit fort- 
gesetzt werden kann, soll dem Leser für das Folgende 
Beispiele von heronischen Winkeln bieten. So soll 
z. B. bei Zeile 13 der heronische Winkel gedacht 

48 55 

werden, dessen Sinus — - und dessen Kosinus — ist, 

73 73 

oder auch sein Komplement. 

Was die Eigenschaften der heronischen Winkel 
anbetrifft, so ist zunächst zu beachten, daß, der De- 
finition gemäß, der Tangens der Hälfte eines solchen 
rational sein muß, daß aber der Sinus und der Ko- 
sinus dieser Hälfte nicht rational zu sein brauchen. 
Dagegen müssen von einem ganzen heronischen 
Winkel alle sechs trigonometrischen Funktionen ratio- 
nal sein, so daß ein Winkel ein heronischer sein muß, 
erstens, wenn sein Sinus und sein Kosinus beide 
rational sind, zweitens aber auch, wenn eine der beiden 
Funktionen Sinus und Kosinus rational ist und zu- 
gleich eine der beiden Funktionen Tangens und Ko- 
tangens rational ist. Von den Winkeln mit gajiz- 
zahliger Gradzahl ist jedes ganzzahlige Vielfache von 
90°, also insbesondere 0°, 90°, 180° heronisch. Da- 
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gegen sind 30°, 45°, 60° keine heronischen Winkel. 
Die allgemeinste Eigenschaft der heronischen Winkel 
steckt in dem folgenden Satze: 

Jede mit ganzzahligen Koeffizienten be- 
haftete ganze Punktion von heronischen Win- 
keln ist wieder ein heronischer Winkel. 

Dieser Satz folgt daraus, daß der Sinus und der 
Kosinus der Summe oder der Differenz zweier Winkel 
sich rational durch die Sinusse und die Kosinusse 
dieser Winkel ausdrücken lassen. Insbesondere folgt 
aus dem Satze auch: 

Wenn von den n Winkeln eines beliebigen 
n-Ecks n — 1 heronisch sind, so ist es auch 
der n-te. 

Wenn hier insbesondere n = 3 ist, entsteht die 
Aufgabe: Wenn zwei Dreieckswinkel a und ß als 
heronische gegeben sind, also 

8möt== i — TT« > sin/J = 



l+f2> r 1+g2 

ist, wo f und g rational sind, so sollen Sinus und Ko- 
sinus des dritten Winkels y, der ja nun auch heronisch 
sein muß, in derselben Form ausgedrückt werden, 
also x so bestimmt werden, daß 

2x , 1— x 2 
siny = und cosy = 

ist. Die Lösung dieser Aufgabe ergibt sich aus den 
Elementen der Trigonometrie in folgender Weise: 
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siny = sin(a + ß) = sin« cos/} + cosasin/} 
2f l-g* + l-f* 2g 



1 + f* 1 + g* • 1 + f* 1 + g* 
2f+2g-2fg*-2f*g 2(f+g)(l-fg) 



(1 + f*) (1 + g*) (f+ g)> + (1 - fg)* ' 

cosy = — cos(« + ß) = — cos« cos/? + sin« sin/} 

1 - f 1-9* 2f 2g 

1 + P' 1 + 9* 1 + f* ' 1 + 9' 

-i + P + g'-Pg' + tfg 

(1 + P)(1 + 9*) 
_ (f+ 9)' ~ (1 ~ fr)' 

<T+ 5) 2 + (i - /"</)* ' 

Wenn wir noch Zähler und Nenner jedes der 
beiden für siny und cosy erhaltenen Brüche durch 
(f-\-g) 2 dividieren, so erhalten wir siny und cosy in 
der gewünschten Form, indem wir 

x = 

f + 9 

zu setzen haben. Es liegt nahe, für die rationale 

Zahl f, durch welche der Sinus und der Kosinus 

eines heronischen Winkels ausgedrückt werden, einen 

besonderen Namen zu haben. Wir nennen f die 

Konstituente des heronischen Winkels ot, wenn 

^"-T+p CO80C== T+p 

ist, und können dann unser Resultat so aussprechen: 
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Wenn f und g die Konstituenten zweier 
heronischer Dreieckswinkel sind, so ist die 

1 "fn 

Konstituente des dritten gleich . , . 

f+9 

Da die Konstituente eines heronischen Winkels 
nichts anderes als der Tangens seiner Hälfte ist, so 
konnte das obige Resultat, etwas kürzer, auch so 
abgeleitet werden: 

*| - *l 90 — 2) - «*-r* - "1h7 

** 2 

i_tg|..tg4 , , 

_ 6 2 * 2 _ 1 — fg 

~ * * . ♦ ~ f+9 ' 

Auch kann man, vermittels der Formel für: 

tg(*i + «2 + «8 + • • • «n) , 

sehr leicht die Konstituente x der Summe von n Win- 
keln aus den Konstituenten 

flf h* h 9 • • • » fn 

dieser Winkel finden. Man erhält: 

i-üi/i + -.-) + (/iÄÄ/i + ...)-•■•' 

Wenn die Konstituente /* des heronischen Drei- 
eckswinkels et gleich — ist, die Konstituente g des 

m 
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demselben Dreieck angehörigen heronischen Winkels ß 

gleich — ist, so ergibt sich für die Konstituente des 
P 

dritten Winkels y: 

1 — — .L 
1 — fg m p mp — n q 



f+g n q np + mq 

1 

m p 

Wenn also in einem heronischen Dreieck: 

2mn . 2pq 

sinöc = — — — - und sm/J = 



m 2 -\-n 2 i> 2 + (? 2 

ist, so ergibt sich für amy: 

g mp — nq 

np + mq 
amy = 



1 ( mp — nq \ 2 
\np-\-mq) 

2(mq + np) (mp — n q) 
(mq-\- np) 2 + (m>P — w 9 f ) 2 * 

Für cosy ergibt sich in derselben Weise: 

2 



1 
cosy = 



(mp — nq\ 
np + mq) 
1 / mp — nq \ 2 
\np-\- mq) 

(mq -f np) 2 — (mp — nq) 2 
(mq + np) 2 + (mp — nq) 2 " 
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Man erkennt hieraus, daß y ein spitzer, rechter 
oder stumpfer Dreieckswinkel ist, je nachdem die 
beiden als spitz vorausgesetzten Dreieckswinkel mit den 

Konstituenten — und — die Bedingung erfüllen, daß 

m p 

mp — nq 

mq + n>P 
kleiner, gleich oder größer als eins ist, d. h., je nach- 
dem — kleiner, gleich oder größer als 

m + n 
m — n 

ist. Wenn man z. B., behufs Herstellung heronischer 

m 2 . > 

Dreiecke, — = — als Konstituente des Winkels <x 
n 1 

gewählt hat, so weiß man, daß man ein spitzwinkliges, 

rechtwinkliges oder stumpfwinkliges Dreieck erhält, je 

nachdem man 





P .2 + 1 
3^2-1' 


3 


p 3 
oder — = — 
Q 1 



also < -^- oder — = ^- oder — > — 
1 gl q \ 

wählt. Die Wahl p = 3 , q = 2 ergibt also ein spitz- 
winkliges Dreieck, die Wahl p = 4 , q = 1 hingegen 
ein stumpfwinkliges Dreieck. 

Wie schon oben erwähnt ist, erhält man aus 
der obigen Tabelle alle spitzen heronischen Winkel, 

Schubert, Auslese aus meiner Unterrichtspraxis. IL 2 
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wenn man aus jeder Zeile zwei Winkel entnimmt, 

2 Vfi tt 
nämlich den Winkel, dessen Sinus — — — - ist, und 

m 2 + n 2 

auch sein Komplement, d. h. den Winkel, dessen 

Sinus — — - — - ist. Man erhält jedoch auch alle 
m* + n 2 J 

heronischen Winkel, wenn man die Bedingung, daß 
von den Zahlen m und n nicht beide ungerade sein 
sollen, fallen läßt. Dann erhält man jeden hero- 
nischen Winkel, wenn man sina immer nur gleich 

2mn 
m 2 + n 2 

setzt, und nicht auch gleich — — - — - . Wenn näm- 

' 6 m 2 + n 2 

lieh m und n beide ungerade sind , so ist m -\- n 

. , m + n . m — n 

und m — n gerade, also — - — und — - — ganz- 

zahlig, so daß aus einer planmäßig geordneten Tabelle, 
auch der Winkel entnehmbar ist, dessen Sinus gleich 

w + n m — n 
2 — - — • — - — 



Im + n\ 2 Im — n\ 2 

VT-) + \-T~) 

oder gleich: 

m 2 — n 2 

m 2 + n 2 
ist. Wir werden deshalb den Sinus eines heronischen 
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Winkels meist gleich 

2 ran 



m 2 + n 2 

setzen, dann aber die Bedingung, m und n sollen 
nicht beide ungerade sein, fallen lassen. 

§ 2. Heronische Dreiecke. 

In § 1 ist erkannt, daß in einem heronischen 
Dreiecke, d. h. in einem solchen, das außer rationalen 
Seiten a, b, c auch einen rationalen Inhalt J besitzt, 

2mn . 2pq 

smoc = . sino = — *—= — , 

2 (mg + np)(mp — nq) 

sinv = — - — - — ■ — ^-^ — — — 

r (m 2 + n 2 ) (p 2 + q 2 ) 

sein muß, wo m, n, p, q beliebige ganze Zahlen 
sind, die ohne gemeinsamen Teiler sind, und bei 
denen, damit a, und ß spitz werde, m > n und p > q 
vorauszusetzen ist. Da nun: 

a=2rsin<x, b = 2rsin/? , c = 2rsiny 
ist, so werden wir: 

4r = (m 2 + n 2 ) (p 2 + q 2 ) 
setzen, wodurch wir erhalten: 

a = mn(p 2 + q 2 ) , b =pq (m 2 -+- n 2 ) , 
c = (mq + np) (mp — nq) . 

In der Tat erhält man alle denkbaren heroni- 

2* 
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sehen Dreiecke, wenn man hier für m, n, p, q alle 
möglichen ganzen Zahlen einsetzt. Daß dadurch J 
rational wird, erkennt man aus: 

J =7 y« (s — a) (s — b) (s — c) . 

Denn es wird: 

s = mp(mq + np) , s-a = mg(mp-wg), 

s — b = np (mp — nq) , s — c==nq(mq-\- np) , 

also: 

J = m np q (m q -(- ^ j?) (mp — nq) . 

Rechtwinklige heronische Dreiecke, die man auch 
pythagoreische Dreiecke nennt, sind schon durch die 
Tabelle in § 1 vorgeführt. Gleichschenklige hero- 
nische Dreiecke können hier ausgeschlossen werden, 
weil sie durch Verdoppelung von rechtwinkligen ent- 
stehen. Gleichschenklige heronische Dreiecke, in denen 
a = b ist, werden dadurch ausgeschlossen, daß man 
nicht p = m und q zugleich gleich n setzt. Da- 
gegen könnte c = a oder c = b werden, c würde 
gleich a, wenn: 

(m q + np) (mp — nq) = mn(p 2 -\- q 2 ) y 

d. h. wenn: 

p = 2 m n und zugleich q = m 2 — n 2 

wäre. Wenn man also bei der Wahl der Zahlen für 
m, n, p, q vermeidet, daß : 



p = 2 m n 



oder 
q = m 2 — n 2 \ in =jp 2 — q 2 . 



m = 2p q 
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wird, schließt man gleichschenklige Dreiecke aus. Wie 
schon in § 1 erörtert ist, wird der Winkel y des 
heronischen Dreiecks spitz oder stumpf,- je nachdem 

man L Heiner oder größer ah 

m + w 
m — n 

wählt. Die rechtwinkligen Dreiecke schließt man 

aus, wenn man — nicht gleich setzt. Auch 

q m — n 

wenn man m, n y p, q ohne gemeinsamen Teiler 
wählt, kann es vorkommen, daß die für a, b, c gefun- 
denen Zahlen noch einen anderen gemeinsamen Teiler 
als Zwei erhalten. Wenn man z. B. m = 2 , n = 1 , 
p = 7 , q = 4 wählt, so erhält man: 

a=2-65, 6 = 2-70, c = 2 • 75 . 

Hebt man, außer durch Zwei, auch durch Fünf, 
so erhält man: 

a=13, b =-14, c=15, 

dasselbe Tripel, das man auch erhält, wenn man m = 2 , 
n = 1 f p == 3 , q = 2 setzt, nur daß b mit c ver- 
tauscht erscheint. In der folgenden Tabelle aller 
heronischen Dreiecke sind die drei für a, b, c ge- 
fundenen Zahlen immer ohne gemeinsamen Teiler an- 
gegeben, und wenn ein und dasselbe Tripel zwei- 
mal entsteht, ist es nur das erstemal angegeben. 
Die Liste ist auch planmäßig aufgebaut, indem 
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sie, genügend weit fortgeführt, zu allen denkbaren 
heronischen Dreiecken führen muß, bei denen die als 
teilerfremd vorausgesetzten ganzen Zahlen für die 
drei Seiten kleiner sind als eine beliebig angenom- 
mene obere Grenze. Diese Liste, die eine vollstän- 
dige werden muß, dürfte sich dazu eignen, von einem 
Lehrer benutzt zu werden, der bei Einübung der 
heronischen Dreiecksformel: 

/ _ y s (s — a) (s — b) (s — c) 





Liste aller 


heroniscb 


en D: 


reiecke. 




m 


w 


P 


q 


a 


b 


c 


/ 


1) 


2 




3 


2 


13 


15 


14 


84 


2) 


2 




4 


1 


17 


10 


21 


84 


3) 


2 




5 


1 


52 


25 


63 


630 


4) 


2 




5 


2 


29 


25 


36 


360 


5) 


2 




5 


3 


68 


75 


77 


2310 


6) 


2 




5 


4 


41 


50 


39 


780 


7) 


2 




6 


1 


37 


15 


44 


264 


8) 


2 




6 


5 


61 


75 


56 


1680 


9) 


2 




7 


1 


100 


35 


117 


1638 


10) 


2 




7 


2 


53 


35 


66 


924 


11) 


2 




7 


3 


116 


105 


143 


6006 


12) 


2 




7 


5 


148 


175 


153 


10710 


13) 


2 




7 


6 


85 


105 


76 


3192 


U) 


2 




8 


1 


13 


4 


15 


24 


15) 


2 




8 


3 


73 


60 


91 


2184 
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Liste aller heronischen Dreiecke. 





m 


n 


P 


q 


a 


b 


c 


/ 


16) 


2 




8 


5 


89 


100 


99 


3960 


17) 


2 




8 


7 


113 


140 


99 


5544 


18) 


3 




3 


2 


13 


20 


21 


126 


19) 


3 




4 


1 


51 


40 


77 


924 


20) 


3 




4 


3 


25 


40 


39 


468 


21) 


3 




5 


1 


39 


25 


56 


120 


22) 


3 




5 


2 


87 


100 


143 


4290 


23) 


3 




5 


3 


17 


25 


26 


204 


24) 


3 




5 


4 


123 


200 


187 


11220 


25) 


3 


2 


4 


1 


51 


26 


55 


660 


26) 


3 


2 


4 


3 


75 


78 


51 


1836 


27) 


3 


2 


5 


2 


87 


65 


88 


2640 


28) 


4 


1 


4 


3 


25 


51 


52 


624 


29) 


4 


1 


5 


1 


104 


85 


171 


3420 


30) 


4 


1 


5 


2 


58 


85 


117 


2340 


31) 


4 


3 


5 


1 


312 


125 


323 


19380 


32) 


4 


3 


5 


2 


174 


125 


161 


9660 


33) 


5 


1 


5 


2 


29 


52 


69 


690 


34) 


5 


1 


5 


3 


17 


39 


44 


330 


35) 


5 


1 


5 


4 


41 


104 


105 


2100 


36) 


5 


1 


6 


1 


185 

• • 


156 

• • 


319 

• • 


9570 

• • 
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wünscht, den Schülern drei ganze Zahlen diktieren zu 
können, die so beschaffen sind, daß auch der Inhalt 
ganzzahlig wird, oder, was dasselbe ist, daß die 
Wurzel für / aufgeht. In dieser Liste sind recht- 
winklige und gleichschenklige Dreiecke aus den oben 
angeführten Gründen ausgeschlossen. Ferner ist von 
zwei Tripeln, die sich nur durch die Vertauschung 
der Seiten unterscheiden, immer nur das eine an- 
geführt. 

Da in heronischen Dreiecken die Winkel oc 9 ß, y 
heronische sind, d. h. so beschaffen, daß ihre Sinusse 
und ihre Kosinusse rational sind, so müssen in solchen 
Dreiecken alle Strecken rational werden, die sich 
rational durch den Radius r des Umkreises und die 
trigonometrischen Funktionen der drei Winkel aus- 
drücken lassen. Insbesondere sind dies: 

1. die drei Höhen h a , Z&&, h c , denn: 

h a = 2 r sin/? sin y usw.; 

2. die Abschnitte, in welche der Höhenschnitt- 
punkt jede Höhe zerlegt , denn : A H = 2 r cos ol , 
HD = 2 r cos/? cos y usw., wenn die Ecken des Drei- 
ecks A, B, C heißen, der Schnittpunkt der drei 
Höhen H und der Fußpunkt der Höhe h a D heißt; 

3. die Abstände des Zentrums des Umkreises von 
den drei Seiten; denn OZ/ = rcos<% usw., wo das 
Zentrum des Umkreises ist und H der Fußpunkt 
des von auf B G gefällten Lotes ist; 
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4. die Seiten af, V , cf des von den drei Höhen- 
fußpunkten gebildeten Dreiecks; denn a! = 2r siaoc cos<x 
usw.; 

5. die Radien q, g a , Qb, q c der vier Kreise, welche 
die Seiten des heronischen Dreiecks oder deren Ver- 
längerungen berühren; denn 

2rsin#;sinßsin/ 



e = 



sina + sin/? + siny ' 



2 r sin a sin/? sin y 

Qa == • i • 7% I • USW. ; 

— 8in<x + sin/? + smy 

6. die Abschnitte, die auf den Höhen zwischen 
dem Höhenschnittpunkt H und den Schnittpunkten 
H' > E", F" mit den Seiten des in 4) genannten Fuß- 
punkten-Dreiecks liegen, denn: 

rr ^„ 2 r cos a, cos ß cos y 

HD" = s : — . o ' — usw - 

cos/? cos y + emßemy 

Die Radien q, q a> g&, q werden sogar ganz- 
zahlig, wenn man 4 r = (m 2 + w 2 ) (p 2 + (? 2 ) setzt. 
Dagegen werden die Höhen h a , Z&&, h c und ihre 
Teile nicht notwendig ganzzahlig, wenn die Seiten 
durch ganze Zahlen in der oben angegebenen Weise 
ausgedrückt sind. Wir fügen hierfür noch acht Bei- 
spiele hinzu, bei denen sämtlich ra = 2 , n = 1 , also 

4 3 
sin# = — , cosa = — 

5 5 

ist, und in denen außer a, b, c die folgenden Zahlen 
und Strecken berechnet sind: 
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sin/?, cos /ff, siny, cosy , 4r, 
K , h > K > Q> Qa> Qb, Qc 

Diese acht Beispiele sind in der folgenden Tabelle 
zusammengestellt. Die Brüche für sin ß und für cos ß 
brauchten nicht aus den Werten von p und q be- 
rechnet zu werden, sondern konnten auch der in § 1 
aufgestellten Tabelle der pythagoräischen Zahlen ent- 
nommen werden. Die Beispiele sind so gestaltet, 
daß außer den drei Seiten a, b, c auch 

h c , Q, Qa> Qb> Qc 

ganzzahlig werden. 



Tabelle 


der Höhen 


und der Berührungsra 


dien. 


sin/? 


12 

13 


8 
17 


20 
29 


40 
41 


12 
37 


60 
61 


28 
53 


84 
85 


cos/? 


5 
13 


15 

17 


21 
29 


9 

41 


35 
37 


11 
61 


45 
53 


13 

85 




56 


84 


144 


156 


176 


224 


264 


304 


siny 


65 


85 


145 


205 


185 


305 


265 


425 




33 
65 


13 

85 


17 
145 


133 
205 


57 


207 
305 


23 
265 


297 


cosy 


185 


425 


4r 


65 


85 


145 


205 


185 


305 


265 


425 


a 


26 


34 


58 


82 


74 


122 


106 


170 


b 


30 


20 


50 


100 


30 


150 


70 


210 


c 


28 


42 


72 


78 


88 


112 


132 


152 
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Tabelle der Höhen und der Berührungsradien. 



*. 


336 
13 


336 
17 


1440 
29 


3120 
41 


1056 
37 


6720 
61 


3696 
53 


12768 
85 


h 


112 
5 


168 
5 


288 
5 


312 
5 


352 
5 


448 
~5~ 


528 
5 


608 
5 


K 


24 


16 


40 


80 


24 


120 


56 


168 


Q 


8 


7 


16 


24 


11 


35 


24 


48 


Q* 


21 


24 


45 


65 


48 


96 


77 


133 


Qb 


28 


12 


36 


104 


16 


160 


44 


228 


Qc 


24 


56 


80 


60 


132 


84 


168 


112 



Wir überlassen es dem Leser, noch weitere 
Strecken eines heronischen Dreiecks rational zu ge- 
stalten, ebenso, die Inhalte gewisser Dreiecke, z. B. 
des Fußpunkten-Dreiecks, in rationalen Zahlen aus- 
zudrücken, und ebenso endlich, durch Multiplikation 
mit dem Generalnenner aller für die berechneten 
Strecken gefundenen Brüche zu erreichen, daß nicht 
allein die Seiten eines heronischen Dreiecks, sondern 
auch viele andere, auf dasselbe Dreieck bezügliche 
Strecken und Inhalte ganzzahlig werden. 



§ 3. Heronische Dreiecke, in denen auch die 
Winkelhalbierenden rational sind. 

Wenn in einem heronischen Dreieck ABC auch 
die Halbierungslinie w a des Winkels <x rationales Ver- 
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hältnis zu den drei Seiten haben soll, so müssen nicht 

oc 
allein oc, ß, y, sondern es muß auch — ein hero- 

nischer Winkel sein. Ist nämlich D der Schnitt- 
punkt dieser Winkelhalbierenden mit der Gegenseite 
BC, so muß ADB ein heronisches Dreieck sein, 
wenn w a zu a, b, c rational ist, weil 

_ a • c 

b + c 

von a, b 9 e rational abhängt. Nun ist zwar die 
Hälfte eines heronischen Winkels nicht notwendig 
auch heronisch, wohl aber das Doppelte. Um also 
heronische Dreiecke zu erzielen, in denen auch w a , 
die Halbierungslinie von oc, rational wird, hat man 

nur von — und ß, als heronischen Winkeln, auszu- 

gehen. Demgemäß setzen wir: 

. oc 2 uv oc u 2 — v 2 
sin — = , cos — = , 

2 u 2 + v 2 ' 2 u 2 + v 2 ' 

a \ n r 2 PQ „™ a p 2 — q 2 

p 2 + q 2 p 2 + q 2 

Da nun sina = 2 sin— cos— und cosa = cos 2 — 

U Li U 

— sin 2 — - ist, also hier 

±uv(u 2 — v 2 ) (u 2 — v 2 ) 2 — (2uv) 2 

"»«- (M , + „ y . C08 " = (^qr^ji 
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ist, so hat man, da (u 2 -f v 2 ) 2 = (w 2 — v 2 ) 2 + (2 u t?) 2 
ist, nichts weiter zu tun, als in § 2: 

n»«w 2 — v 2 , n =» 2 u v 

zu setzen, um zu erreichen, daß außer den schon in 
§ 2 als rational erkannten Strecken auch die Winkel- 
halbierende w a rational wird. Beispielsweise sei: 

u = 2 , v = 1 . 

Dann wird: 

24 7 

m = 3 , n = 4 , also sin<x = — , cosä =— — . 

Fügt man hinzu: 

p = 3 a = 2, also sin/? = _ , cos/8 = _i_ , 

13 13 

so erhält man: 

120 + 84 204 
Smy = 325 = 325 ' 

Folglich muß das Dreieck, in welchem sich die drei 

ß •♦ • 24 12 204 ^ • 19 1 OA 

Seiten wie — - zu — - zu „^ oder wie 13 mal 24 zu 
25 13 325 

25 mal 12 zu 204 oder wie: 

78 zu 75 zu 51 

verhalten, ein heronisches Dreieck sein, in welchem 
auch die Winkelhalbierende w a rational wird. In der 
Tat ergibt die Formel, welche w a durch a, b, c aus- 
drückt, nämlich: 
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Wo. = 



-if y a* • b • c 



einen rationalen Wert für w a , wenn man a = 78 
6=75, c = 51 setzt, nämlich: 

340 

Wir übergehen die Ausdrücke, welche die Seiten, 
den Inhalt und die Winkelhalbierende w a rational 
durch u 9 v, p, q darstellen, um noch einige Bei- 
spiele zu bilden, in denen alle drei Winkelhal- 
bierenden 

in heronischen Dreiecken rational sind. Wenn näm- 

lieh die beiden Winkel — und ^- von vornherein als 

2 2 

v 
heronische angenommen werden, so muß auch -J- als 

Komplement von — + -£ ein heronischer Winkel 

sein, so daß alle drei Winkelhalbierenden rational 
werden müssen. Wir haben also hierbei erkannt, 
daß, wenn in einem Dreieck die Seiten, der Inhalt 
und zwei Winkelhalbierende rational sind, auch 
die dritte Winkelhalbierende rational werden 
muß. Dies erkennt man auch, wenn man: 

2y*(s — a)-fbc _ 2-\/s(s — b) fc~a 

W a = — | , Wff — - 

b + c c + a 

und 
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2l/s(s — c) fab 
"° a + b 

miteinander multipliziert. Dadurch erhält man nämlich: 

8s • J • a • b • c 
(b + e) (c + a) (a + b) 

wo s den halben Umfang, J den Inhalt des Drei- 
ecks bedeutet. Wir fügen die Berechnung von vier 

Befielen hinzu, in denen wir von f und 1 als 

heronischen Winkeln ausgehen und zu drei Seiten ge- 
langen, die durch ganze Zahlen ohne gemeinsamen 
Teiler dargestellt werden. Aus ihnen folgt dann 
s, s — a, s — b, s — c, J als ganzzahlig, woraus 
sich weiter h a , &&, h c , w a , w&, w c als rationale 
Zahlen ergeben. Die Winkelhalbierenden berechnen 
wir am bequemsten nach der Formel: 

ß-y u 

cos r =h a :w a . 



Erstes Beispiel: 



<X 4: . <K 3 

cos — =*= — . sm — = — , 

2 5 ' 2 5 ' 

7 . 24 

cos* = -, sin* = -, 

ß 12 . ß 5 

cos- 1 — = — , sin- 1 -- = — , 

2 13' 2 13' 

.119 120 

cos/? = — , sin^ — , 
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y . a + tf 56 . y a+Ä 33 

cos — = sin — = — , sin — = cos — = — . 

2 2 65 ' 2 2 65 ' 

2047 . 3696 

cosy = , 8iny = : 

7 4225' 7 4225' 

oc-ß 63 ß—y 837 

cos — — =- = — - : cos 



65 ' 2 845 ' 

y — x 323 

cos- = . 

2 325 

Hieraus folgt dann: 

48r = 5* - 13* = 4225; 

« = 169, 6 = 125, c = 154; 

s = 224 , s — a = 55 , s — 6 = 99, 

s-c= 70, «7=9240; 

, 18480 3696 

^"W"' ^ = -25-' *.-120. 

Endlich erhält man dann: 

30800 48048 2600 

™ e ~~279~' ™ 6 ~~323~> We ~~n 

Zweites Beispiel: 

ot 4 . # 3 

cos—- =» — , sin — «== — , 
2 5' 25' 

7 . 24 

cos* = -, sin« = -, 

ß 15 . ß 8 

co8^- = — - , sin-^- = — - , 
2 17 2 17' 
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.161 240 

COS ^=289' 8m ^=289' 

y 77 . y 36 

001 2 "SS' "T-Ss' 

4633 . 5544 

cosy = , smv = . 

7 7225' 7 7225 ' 

<x— tf 84 tf — y 1443 

cos — = — , cos— = , 

2 85' 2 1445' 

y — oc 416 
cos '—- — = — — — . 
2 425 

Hieraus ergibt sich: 

48 r = 7225 ; a = 289 , 
6 - 250 , c = 231 ; 

s = 385, s — a=96, 5 — 6 = 135 , 

s-c=154, e^= 27720; 

55440 . 5544 
*--"W Äb= -25"' ä c =240. 

Endlich erhält man für die drei Winkelhalbie- 
renden: 



w. 



92400 

4#t -— 


11781 

52 * 


W e = 


1700 


481 ' Wb ~ 


7 


ittes Beispiel: 








et 4 
cos- = -, 


sin— 
2 


3 

~~ 5 ' 




COB«=^, 


sin« 


24 
~25' 





Schubert, Auslese aus meiner Unterrichtspraxia. IL 3 
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ß 60 . ß 11 

cos- 1 — = — . sin— = — . 
2 61' 2 61' 

Q 3479 . . 1320 

COSD «=■ . smö = , 

H 3721' p 3721' 

y 224 . y 207 

cos 4- = , sin 4- = 



2 305 ' 2 305 ' 

7327 . 92736 

cosy = ^„^ , siny = ^^^ , 
r 93025 ' r 93025 ' 

<x-/8 273 ß — y 15717 

cos = , cos - = , 

2 305 ' 2 18605 ' 

y — * 1517 
COS — - — = —r^: . 
2 1525 

Nun folgt: 
48r = 93025, a = S721 , & — 1375 , c = 3864 ; 

s = 4480, s — a = 759, s — & = 3105 , 
s-c = 616, jr= 2550240; 

5100480 t 92736 , <OM 
,ia= -3721-' ^"Is"' Ä C = 1320. 

Hieraus folgt für die drei Winkelhalbierenden: 
_ 8500800 _ 5656896 134200 



5239 ' ° 1517 ' ° 91 

Viertes Beispiel: 

* 12 . * 5 

cos — = — , sin — = — , 

2 13 ' 2 13 ' 

119 . 120 

cos# = , sin# = : 

169 ' 169 ' 
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ß 21 . ß 20 

cos ~- = — • sin — = — , 
2 29 ' 2 29 ' 

Ä 48 840 

cos p = , sin ß = : 

H 841 ' p 841 ' 

y 345 . y 152 

cos — = , sin — = , 

2 377 ' 2 377 ' 

95921 . 104880 

cosy = , smv = . 

7 142129 ' 7 142129 ' 

(X — ß 352 ß — y 10285 

cos — = , cos - — = . 

2 377 ' 2 10933 ' 

y — <x 4900 

COS - — « = TT^T • 

2 4901 

Hieraus ergeben sich die folgenden Zahlen: 
240r=142129, a = 841 , 6 = 1183, c = 874; 

s = 1449 , s — a = 608 , s — b = 266 , 
s-c = 575, J= 367080; 

734160 t 104880 

Äa = -841-' ^ = ~169-' *.-840. 

Demgemäß erhält man für die drei Winkelhalbie- 
renden: 

1908816 152076 39585 

Wa ~ 2057 ' Wb ~ 245 > ^°~ 44 # 

Würde man in den vorangehenden vier Beispielen 
die für a, b> c gefundenen ganzen Zahlen mit dem 
Generalnenner der für 

Ky h, K> Wa, U>b, Wc 

3* 
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gefundenen rationalen Brüche multiplizieren, so würde 
man vier Tripel von ganzen Zahlen erhalten, die, als 
Maßzahlen für die Seiten eines Dreiecks betrachtet, 
veranlassen, daß nicht allein alle Höhen, sondern 
auch alle Winkelhalbierenden ganzzahlig werden. Zu- 
gleich erkennt man, daß je zwei beliebig gewählte 
heronische Winkel solche Tripel hervorrufen müssen, 
und daß es demnach oo 2 derartiger Tripel von ganzen 
Zahlen gibt 

Dadurch, daß auf solche Weise heronische Drei- 
ecke entstehen, in denen auch die Hälften der Drei- 
eckswinkel heronische Winkel sind, werden auch noch 
manche Strecken rational, die in allgemeinen heroni- 
schen Dreiecken nicht rational zu sein brauchen, bei- 
spielsweise die sechs Abstände je zweier von den vier 
Zentren der vier Kreise, welche die Seiten eines Drei- 
ecks oder deren Verlängerungen berühren, sowie die 
zwölf Abstände dieser vier Zentren von den Ecken 
A, B, C des Dreiecks. 

§4. Heronische Parallelogramme. 

Ein heronisches Parallelogramm, d. h. ein solches, 
das rationale Seiten, rationale Diagonalen und auch 
rationalen Inhalt hat, kann keine anderen Winkel 
als heronische enthalten. Zwischen den Winkeln <x 
und ß, welche eine Diagonale in deren einen End- 
punkt mit den anstoßenden Seiten a und b bildet, 
und dem spitzen Winkel #, den die beiden Dia- 
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genialen in ihrem Schnittpunkt bilden, besteht die 
leicht ableitbare Beziehung: 

(1) 2 cotg # = cotg oc — cotg ß , 

wo ot < ß vorausgesetzt ist. Hieraus folgt, wenn die 

Konstituenten der Winkel <x , ß, ft mit — bzw. — 

m p 

bzw. — bezeichnet werden: 
x 





x 2 — y 2 m 2 — n 2 p 2 — q 2 




2xy 2mn 2pq 


oder: 




(2) 


2 (% + y) (x — y) m n p q 



= { m P -\- nq)[mq — n p) x y . 

Da m und n sowie p und q und x und y ohne 
gemeinsamen Teiler vorausgesetzt werden dürfen, so 
kann die zwischen den zehn ganzen Zahlen: 

v + y> v — y, ™>> n, p, q, 

mp + n q , mq — np , x , y 

bestehende Gleichung (2) nur auf zweierlei Weise 
rational erfüllt werden, erstens, wenn 

x = mq , y = np 

gesetzt wird, zweitens, wenn 

x s=s mp , y =s nq 

gesetzt wird. Im ersten Falle darf man den Faktor 
m q — np beiderseits fortlassen, weil mq — np nicht 

Null sein kann, da sonst — = — oder oc == ß wäre, 

m p 
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was auszuschließen ist, weil in einem gleichschenkligen 
Dreieck die Transversale zur Basis mit der Höhe zur 
Basis identisch sind. Demnach erhält man: 

2 m q + 2 n p = mp + nq 
oder: 

p 2m — n 

q m — 2n ' 

woraus, da — und — gehobene Brüche sind, folgt: 
q n 

(3^ p = 2 m — n und q = m—2n. 

Im zweiten Fall, wo« = mp , y — nq zu setzen 
war, kann der Faktor mp -\- nq fortgelassen werden, 
weil er nicht Null sein darf, da sonst 

oder: 

<x-ß= 180° 

wäre. Deshalb hat man im zweiten Falle: 

(4) p = m -+- 2 n und q = 2 m + n . 

Bezeichnet man die Konstituenten — , — , — 

der Winkel <%, /?, # mit /*, #, f , so erhält man in 
den beiden Fällen die Bedingungsgleichungen: 

1 — 2/" /" 

(5) F-T=f *, 
und: 
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2 + f 

(6) g = T^rif> * = f'9- 

Nach dem Muster von § 2 kann man nun die 
vier Seiten, die beiden Diagonalen und den Inhalt des 
Parallelogramms durch die vier Zahlen: 

m, n, p, q 

ausdrücken, und darauf, wegen der soeben gefundenen 
Bedingungsgleichungen, auch allein durch m und n 
Dabei hat man die Diagonale e, an deren einem Ende 
der Winkel öc , an derem andern Ende der Winkel ß 
liegt, von der Diagonale ef zu unterscheiden, der 
der Winkel <x -f- ß gegenüberliegt. Den Inhalt P des 
Parallelogramms kann man auf doppelte Weise er- 
reichen, sowohl durch Verdoppelung des Dreiecks, 
das a, b, e als Seiten hat, als auch durch Verdoppe- 
lung des Dreiecks, das a, b, ef als Seiten hat. Man 
erhält für den ersten der beiden Fälle: 

a = m n (p 2 + q 2 ) > 

b =pq (m 2 + w 2 ) , 

e = (m q + np) (mp — nq) , 

ef = 2 (m 2 q 2 + n 2 p 2 ) , 

P = 2mnpq(mq-{- np) (mp — nq) . 

Die Formeln des zweiten Falls unterscheiden sich 
von diesen Formeln nur dadurch, daß e' nicht gleich 
2 (m 2 q 2 + n 2 p 2 ) sondern gleich 2 (m 2 p 2 + w 2 q 2 ) zu 
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setzen ist. Setzt man nun für den ersten Fall 
p = 2m — n, q = m — 2 n , für den zweiten p = m 
+ 2w, q = 2rn -{- n, so erhält man a, b, e, e', 
P allein durch m und n ausgedrückt Die Formeln 
des zweiten Falls unterscheiden sich dann von denen 
des ersten Falls nur durch die Vorzeichen einiger 
Glieder, können also zusammengeschrieben werden, 
wie folgt: 

a == m n (5 m 2 -\- 5n 2 + 8mn), 
b = (m 2 + n 2 ) (2 m 2 + 2 n 2 + 5 mn) , 
e= 2(m 2 — n 2 )(m 2 + mn + n 2 ), 
e' = 2(w 2 + n 2 ) 2 + 8mw(m 2 + n 2 )+ 12w 2 w 2 , 
P = 4mw(2»i 2 + 2n* + 5mn) 
(m 2 -\- n 2 ~^mri) (m 2 —n 2 ) . 



(7) ^ 



Man erhält nun alle denkbaren heronischen Par- 
allelogramme, wenn man hier planmäßig für m und 
n alle denkbaren Paare von ganzen Zahlen einsetzt. 
Um negative Zahlen zu vermeiden, hat man m > n 
zu wählen, und, um gemeinsame Teiler von a, b, e, 
e r zu vermeiden, hat man m und n ohne gemeinsamen 
Teiler anzunehmen. Die für die Seiten und die 
Diagonalen resultierenden vier Zahlen sind, wenn sie 
trotzdem einen gemeinsamen Teiler erhalten, durch 
diesen dividiert. Dann mußte die Zahl für den Inhalt 
P durch das Quadrat dieses Teilers dividiert wer- 
den. Proben sowohl für die in (7) zusammengestellten 
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Formeln, wie auch für die Zahlen der folgenden 
Tabelle erhält man durch die Formel: 

6 2 + ^2 Ä 2 a* -f. 2 b 2 . 

Wenn sich aus einem gewählten Zahlenpaar für 
m und n zwei brauchbare Zahlengruppen ergeben, 
so sind sie in der Liste der heronischen Parallelogramme 
nacheinander angeführt, jedoch nur anfänglich; später, 
von m — 6 an, ist immer nur die Gruppe angeführt, 
die sich aus dem ersten der beiden Fälle ergibt. 



Tabelle der heronischen Parallelogramme. 





m 


n 


a 


b 


6 


ef 


P 


1) 


2 


1 


41 


50 


21 


89 


840 


2) 


3 


1 


39 


25 


56 


34 


840 


3) 


3 


1 


111 


175 


104 


274 


10920 


4) 


3 


2 


339 


364 


95 


697 


31920 


5) 


4 


1 


106 


119 


195 


113 


10920 


6) 


4 


1 


26 


51 


35 


73 


840 


7) 


4 


3 


1326 


1375 


259 


2689 


341880 


8) 


5 


1 


425 


1001 


744 


1346 


286440 


9) 


5 


2 


325 


116 


399 


281 


31920 


10) 


5 


2 


125 


174 


91 


289 


10920 


11) 


5 


3 


2175 


2431 


784 


4546 


1681680 


12) 


6 


1 


411 


814 


1085 


697 


286440 


13) 


7 


1 


679 


1625 


2064 


1394 


939120 


14) 


7 


3 


1281 


319 


1480 


1138 


341880 


15) 


8 


3 


2076 


949 


2695 


1777 


1681680 


16) 


9 


1 


1521 


4879 


5840 


4258 


6254640 


• • 


• ■ 


•• 1 


• • 


• • 


• • 


•• 


• • 
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§ 5. Heronische Dreiecke mit rationalen 

Transversalen. 

Jedes der in § 4 gefundenen heronischen Par- 
allelogramme zeigt zwei heronische Dreiecke mit je 
einer rationalen Transversale, weil jede der beiden 
Diagonalen Seite eines heronischen Dreiecks ist, so 
daß die Hälfte der anderen Diagonale die dieser Seite 
angehörige Transversale ist. Umgekehrt führt auch 
jedes heronische Dreieck mit einer rationalen Transver- 
sale zu einem heronischen Parallelogramm. Nun ist 
in § 4 (Nr. 5 und 6) gezeigt, daß heronische Par- 
allelogramme nur dann möglich sind, wenn 

W g = ^—f oder > wenn 9 ~T+2f 

ist, wo f und g die Konstituenten zweier Winkel sind, 
die eine Diagonale mit den beiden anstoßenden Seiten 
bildet. Also ist auch die Existenz einer rationalen 
Transversale t in einem heronischen Dreieck an die 
Bedingung geknüpft, daß zwischen den Konstituenten 
f und g der Winkel a. und ß eine der beiden in (1) 
genannten Gleichungen besteht. In diesem Zusam- 
menhang läßt sich auch nachweisen, daß ein hero- 
nisches Dreieck nur eine einzige rationale Transversale 
haben kann. Denn, wäre noch eine zweite rationale 
Transversale i& möglich, so müßte auch: 

1 —2f 2 + f 

(2) k-^-f oder k-^ 
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sein, wo h die Konstituente des Winkels y ist. Es 
läßt sich nun erkennen, daß eine der in (1) genannten 
Gleichungen mit einer der in (2) genannten Glei- 
chungen unvereinbar ist, wenn das Dreieck ein hero- 
nisches sein soll, d. h. /*, g, h rationale Zahlen sind, 
zwischen denen die in § 1 genannte Gleichung: 

(3) l = f9 + fh + gh 
besteht. Denn aus (3) folgt: 

und hieraus, nach Einsetzung aus (1): 

(4) k - 2 fr- f+ " oder *- '- f2 



1-f 2 2(1 +f+P) 

Wenn nun t c und tf& beide rational wären, müßte 
eine der beiden Gleichungen (2) mit einer der bei- 
den Gleichungen (4) zusammen gelten. Dies würde 
aber auf eine der folgenden Gleichungen führen, näm- 
lich auf: 

(5) 4/' 3 =F 7/* 2 + 4/ , =F3 = oder auf 5P + f=0, 

und zwar müßten diese für rationale Werte von f er- 
füllbar sein, falls in einem heronischen Dreieck zwei 
Transversalen rational sein könnten. Es gibt aber 
außer f= keinen rationalen Wert von /*, der eine 
der in (5) genannten Gleichungen erfüllen könnte. 

(X 

Der Wert /*= 0, d. h. tg— = führt aber auf ein 
ausgeartetes heronisches Dreieck, in welchem die drei 
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Ecken in gerader Linie liegen, und das in der Tat 
auch rationale Transversalen haben muß. Abgesehen 
von diesem Grenzfalle gibt es also kein heroni- 
sches Dreieck mit mehr als einer rationalen 
Transversale. Wenn aber die Bedingung, daß 
das Dreieck heronisch sein soll, d. h. auch einen 
rationalen Inhalt haben soll, nicht erfüllt zu werden 
braucht, kann man sehr wohl Dreiecke mit rationalen 
Transversalen finden. In § 10 ist nämlich eine Me- 
thode entwickelt, die zu oo 1 Dreiecken führt, deren 
jedes drei ganzzahlige Seiten und auch drei ganz- 
zahlige Transversalen enthält. 

Oben ist schon gesagt, daß jedes heronische Par- 
allelogramm zu zwef heroischen Dreiecken mit einer 
rationalen Transversale führt. Man hat entweder 
e = c und ef = 2 t c oder ef = c und e = 2 t c zu setzen. 
In beiden Fällen ist P=2J zu setzen, wo / den 
Inhalt des heronischen Dreiecks bedeutet. Um a, 
b 9 c, t c in ganzen Zahlen zu erhalten, ist immer mit 
Zwei erweitert, falls t c ein Bruch mit dem Nenner 
Zwei wurde. So entsteht aus den 16 Beispielen der 
Tabelle des § 4 die folgende Liste von 32 heroni- 
schen Dreiecken mit einer rationalen Transversale 
Der größeren Deutlichkeit wegen haben zwei Bei- 
spiele, welche aus einem und demselben Beispiel des 
§ 4 abgeleitet sind, dieselbe Nummer erhalten, wie 
in § 4, und sind voneinander durch Strichelung unter- 
schieden. 
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Liste d. heronischen Dreiecke mit einei 


' rationalen Transversale. 




a 


b 


c 


*C 


/ 


i) 


82 


100 


42 


89 


1680 


10 


82 


100 


178 


21 


1680 


2) 


39 


25 


56 


17 


420 


20 


39 


25 


34 


28 


420 


3) 


111 


175 


104 


137 


5460 


30 


111 


175 


274 


52 


5460 


4) 


678 


728 


190 


697 


63840 


40 


678 


728 


1394 


95 


63840 


5) 


212 


238 


390 


113 


21840 


50 


212 


238 


226 


195 


21840 


6) 


52 


102 


70 


73 


1680 


60 


52 


102 


146 


35 


1680 


7) 


2652 


2750 


518 


2689 


683760 


70 


2652 


2750 


5378 


259 


683760 


8) 


425 


1001 


744 


673 


143220 


80 


425 


1001 


1346 


372 


143220 


9) 


650 


232 


798 


281 


63840 


90 


650 


232 


562 


399 


63840 


10) 


250 


348 


182 


289 


21840 


ioo 


250 


348 


578 


91 


21840 


ii) 


2175 


2431 


784 


2273 


840840 


HO 


2175 


2431 


4546 


392 


840840 


12) 


822 


1628 


2170 


697 


572880 


120 


822 


1628 


1394 


1085 


572880 


13) 


679 


1625 


2064 


697 


469560 


130 


679 


1625 


1394 


1032 


469560 


14) 


1281 


319 


1480 


569 


170940 


140 


1281 


319 


1138 


740 


170940 


15) 


4152 


1898 


5390 


1777 


3363360 


150 


4152 


1898 


3554 


2695 


3363360 


16) 


1521 


4879 


5840 


2129 


3127320 


160 

• • 


1521 

• • 


4879 

• • 


4258 

• • 


2920 

• • 


3127320 

• • 
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§ 6. Heronische Dreiecke, in denen zugleich 
eine Transversale und eine Winkelhalbierende 

rational werden. 

In § 3 ist gezeigt, daß das Rationalwerden einer 
Winkelhalbierenden in einem heronischen Dreieck an 
die Bedingung geknüpft ist, daß nicht allein der 
Winkel, von dessen Scheitel die Winkelhalbierende 
ausgeht, sondern auch die Hälfte dieses Winkels ein 
heronischer Winkel sei, daß also w a rational wird, 

wenn 

. <x 2 uv a u 2 — v 2 

sin — = , cos — = 

2 u 2 + v 2 ' 2 u 2 + v 2 

gesetzt wird, wo u und v positive ganze Zahlen sind, 
und wo v < u sein muß, da sonst <x kein Drei- 
eckswinkel sein könnte. In § 4 und § 5 ist ge- 
zeigt, daß die Transversale t c eines heronischen Drei- 
ecks in zwei Fällen rational wird: erstens, wenn 

p = 2 m — n und q = m — 2 n 

gesetzt wird, wo — die Konstituente des Winkels <x 

in 

ist, und — die Konstituente des Winkels ß ist; zwei- 
P 

tens, wenn 

p = m + 2n und g=2m + n 

gesetzt wird, wo — , — dieselbe Bedeutung haben. 

m p 

Wenn wir nun die in § 3 behandelte Bedingung 
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mit der in § 4 und § 5 behandelten vereinigen, er- 
halten wir heronische Dreiecke, in denen 

w a und zugleich t c 

rational werden. Da im ersten Fall 2 n < m sein 
muß, und wegen der Rationalität von w a : 

m = 2 uv , n = u 2 — v 2 

sein muß, so erhalten wir für die anfangs zu wählen- 
den ganzen Zahlen u und v die Bedingungsgleichung: 

u ib + 1 
K-< i — ^- = 1,618... 
v 2 

Im zweiten Fall, wo q>p ist, ist nur dafür zu 
sorgen, daß m > n wird, also die Bedingung : 

u 
v 

zu erfüllen. In beiden Fällen erhält man eine Serie 
von oo 1 heronischen Dreiecken, in denen w a und t c 
rational werden. Von den auf solche Weise entstehen- 
den beiden Listen, berechnen wir nur das jedesmalige 
erste Beispiel, und sorgen wieder dafür, daß die drei 
Seiten der gesuchten heronischen Dreiecke durch 
ganze Zahlen ohne gemeinsamen Teiler ausgedrückt 
werden. 

Beispiel im ersten Fall. 
Die Bedingungsgleichung 



1< — </2 + l = 2,414... 
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wird erfüllt, wenn u = 3 , v = 2 angenommen wird. 
Dadurch erhält man nacheinander: 

ra = 12, n = 5, p=2m — n=19, 

q = m — 2n = 2 , 
also: 
a = $mn(p* + q*) = 30 . 365 = 10950 , 

b = \pq{m? + n 2 ) = 19 • 169 = 3211 , 

c = $(mq + np)(mp — nq) = 119-109 = 12971, 

J=^mnpq(mq-{- np) (mp — nq) 

= 5 • 12 • 19 • 119 • 109 = 14786940 , 

2t c = m*q* + n 2 p* = 9601 , 

2 l/s(8 — a)bc 2 • 12 • 7 • 109 • 13 • 17 • 19 
a b + c 16182 

88446044 
8091 

Beispiel im zweiten Fall. 
Die Bedingungsgleichung 

u 

v 

wird erfüllt, wenn u = 2 , v = 1 gesetzt wird. Da- 
durch erhält man: 

m = 4, n = 3, ^ = w+2n=10, 
q = 2m -{-n = 11 , 
also: 

a = \mn{p* + q*) = 6 • 221 = 1326 , 

& — ±Pq(™* + n 2 ) = 55 • 25 = 1875 , 



u i— 
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e = \{mq + np)(mp — nq) = 37 • 7 = 259 , 
J=±mnpq(mq + np)(mp — nq) = 170940, 
2 t e = w 2 jo 2 + rc* ? 2 = 2689 , 

2 y<?(s-a)&c 284900 



W a = 



6 + c 817 



§ 7. Heronische Sehnen- Vierecke. 

Wie in § 2 aus zwei heronischen Winkeln Drei- 
ecke gebildet wurden, bei denen die Seiten, der In- 
halt und viele andere Strecken und Inhalte rational 
oder ganzzahlig wurden, so kann man, von drei 
heronischen Winkeln ausgehend, zu Sehnen- Vierecken 
gelangen, in denen die Seiten, die Diagonalen und 
der Inhalt durch ganze Zahlen ausdrückbar sind. 
Wenn nämlich 

die vier Peripheriewinkel sind, die den vier Seiten 
des Sehnen -Vierecks a x , a^ , a 3 , a 4 in dessen Um- 
kreise gegenüberliegen, so ist immer 

üi = 2rsin& 4 -, 

wo 2 r den Durchmesser des Umkreises bedeutet, und : 

<*1 + #2 + Ä 3 + <*4 = 180° 

ist. Da nun die Diagonalen die Winkel (K t + oc 2 so- 
wie <x 2 + &s als gegenüberliegende Peripheriewinkel 
haben, so muß man zu rationalen Seiten und Dia- 
gonalen gelangen, wenn man nur oc 1 , <x 2 , oc 3 als 

Schubert, Auslese aus meiner Unterrichtspr&xia. II. 4. 
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beliebige heronische Winkel annimmt. Auch der In- 
halt / des Sehnen -Vierecks muß dann rational wer- 
den, weil 

J = \ef • sin# = 2 r 2 sin^ + <x 2 ) 
sin(# 2 + a 3 )sin(# 3 + a t ) 

ist, wo e und f die Diagonalen und # der von ihnen 
gebildete Winkel ist, für den sich: 

*1 + *8 

ergibt. 

Wenn wir demgemäß: 

%Pi 9i - 2 P2 fe 

i>l + <?l *>2 + <?2 

sin<x 3 = /» ft a 

i>l + ql 

setzen, so erhalten wir: 

sin # 4 = sin^ + oc 2 + oc 3 ) = 8moc t cos# 2 cos<x 3 
+ sin<x 2 cos<x 3 cos«! + sin<x 3 cosa^ cosa 2 
— sina^ sin # 2 sina 3 . 
Es liegt deshalb nahe, 

4 r = {p\ + ql) (pl + ql) (pl + q*) 
zu setzen. Dann erhält man nach dem Obigen: 

«i = Pi 9i (pl + ql) (pl + ql) > 
«2 = p* q* (pl + ql) (pl + ql) > 
% = Ps q* (p\ + q\) (pl + ql) > 
«4 = Pi qi (pl — ql) (pl - ql) +P2 q* (pl — ql) (p\ — q\) 
+Ps q* (pl - ql) (pl — ql) - ±Pi qi p% ? 2 Ps q* > 
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« = Cp§ + q\) (a A - & g») (a ft + A Qi) > 

f=(j>i + 9i) (ftft — % 9s) (ft % + ft ft) > 

J = (ft ft + ft ft) (ft ft + A ft) (A ^1 + A ft) 

(A A - ft ft) (ftft - ft 5s) (A A - ft ft) • 

Eine Bestätigung erhält man einerseits durch den 
Ptolemäischen Lehrsatz, nach dem: 

sein muß, andererseits durch die Formel: 



Js = V(* — «i) ( s — ft) iß — ft) 0* — «4) > 

welche den Inhalt durch die vier Seiten ausdrückt. 
In der Tat erhält man die vier Gleichungen: 

* — <h = (A ft + A ft) (A A — ft ft) (A A — ft 93) > 

* — «2 = (A ft + A ft) (A A — ft ft) (ftft — ft ft) > 
s — a s = (p t q 2 + p 2 q t ) (p 3 p x - q s q ± ) {p 3 p 2 — q s q 2 ) , 

s — a 4 = (ft ? 8 + A ft)(ft 9i +ft ftHft 9s +ft 9i) , 
deren Produkt das Quadrat des oben für «/ gefun- 
denen Ausdrucks ist. Als Beispiel diene: 

ft = 2 i ft == 1 > ft = 3 f 
ft = 2 > A = 4 > 9s = 1 • 
Dadurch erhält man: 
Oi = 221 , <% == 255 , a 8 = 130 , a 4 = 144 , 
e=238, /'=275, «/= 32340 . 

Was die vier Diagonalteile angeht, die auf den 
beiden Diagonalen durch deren Schnittpunkt ent- 

4* 
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stehen, so müssen auch diese, wegen des Sinussatzes, 
wenn auch nicht notwendig ganzzahlig, so doch ra- 
tional werden, weil in jedem der vier Dreiecke, deren 
jedes von einer Seite und zwei solchen Diagonal- 
teilen begrenzt wird, zwei Winkel, also auch alle 
drei Winkel heronische sind. Z. B. erhält man in dem 
von uns gewählten Beispiele: 

17-48 J 17 • 50 

— - — und — - — 

7 7 

für die Teile der oben mit e bezeichneten Diagonale, 



sowie 



5 • 289 „ 5 • 96 

und 



7 7 

für die Teile der oben mit f bezeichneten Diagonale. 
Wegen der von vornherein eingeführten drei hero- 
nischen Winkel müssen natürlich auch alle Verlänge- 
rungsstrecken rational werden, die man erhält, wenn 
man zweimal zwei Gegenseiten bis zu ihrem Schnitt- 
punkt verlängert. In den folgenden Listen heroni- 
scher Sehnen -Vierecke , die man, um auf alle denk- 
baren derartigen Vierecke zu kommen, planmäßig 
fortzusetzen hat, ist durch Wahl von p lf q lf p 2 , q 2 , 
p s , q 3 dafür gesorgt, daß die sechs Zahlen für die 
vier Seiten und die beiden Diagonalen ganzzahlig, 
aber ohne gemeinsamen Teiler werden, ferner, daß 
keine gleichen Seitenzahlen vorkommen. Dagegen 
sind rechte Winkel als Winkel zwischen Seiten des 
Sehnen -Vierecks nicht ausgeschlossen. 
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§ 8. Heronische Sehnen-Polygone. 

Der in § 1 eingeführte Begriff des heronischen 
Winkels führte in § 2 zu Dreiecken mit ganzzahli- 
gen Seiten und ganzzahligem Inhalt und in § 7 zu 
Sehnen -Vierecken mit ganzzahligen Seiten, ganzzahligen 
Diagonalen und ganzzahligem Inhalt. Der dadurch 
beschrittene Weg führt weiter zu allgemeinen Sehnen- 
Polygonen von derselben Eigenschaft. Nimmt man 
von den n verschiedenen Peripheriewinkeln 
a 1 , oc 2 , • • • ? <%n> die den Seiten a lf 0%, . . . , a n 
eines Sehnen -Polygons gegenüberliegen, n— 1 als 
heronische Winkel an, so muß, da die Summe aller 
n Winkel 180° beträgt, nach § 1 auch der w-te 
heronisch sein. Dadurch müssen alle Seiten rational 
werden, weil 

a>i = 2rsin#i 

ist, wo 2r den Durchmesser des Umkreises bedeutet. 
Auch alle denkbaren Diagonalen müssen rational wer- 
den, weil das Verhältnis jeder Diagonale zu 2 r gleich 
dem Sinus der Summe irgendwelcher von den Peri- 
pheriewinkeln oc sein muß. Daß auch der Inhalt J 
rational werden muß, erkennt man einerseits daraus, 
daß J die Summe der Inhalte von lauter heronischen 
Dreiecken sein muß, andererseits auch daraus, daß: 

A»2 

J = — (sin 2 Ä! + sin 2 ä 2 + . . . sin 2 oc n ) 
sein muß. Nennt man die Konstituenten (§ 1) der 
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ersten n — 1 Peripheriewinkel, die ganz willkürlich 
angenommen werden dürfen: 

<h_ ?2_ gn-l 

Pl P2 Pn-1 

so erkennt man leicht, wie alle Seiten, alle Diago- 
nalen und auch der Inhalt sich als gauze Funktionen 
der 2{n— 1) ganzen Zahlen 

Qi> Pl> ?2> P2> Qs> Ps> • 
ausdrücken lassen, wenn man: 

±r = (pl + ql)(pl + ql) .. 
setzt. Denkt man sich alle \n(n— 3) Diagonalen 
gezogen, so erkennt man, daß jeder dabei entstehende 
Winkel heronisch sein muß, und daß deshalb alle 
Diagonalteile, wenn auch nicht ganzzahlig, so doch 
rational werden müssen. 

Beispielsweise nehmen wir bei n = 5 : 



tfn-i, Pn-i 



2 



(Ä-i + fi-i) 



(1) 



Pi 3 p 2 5 
& 1 ft ! 


A 4 A 

?8 1 ' ?4 


7 
I 


Dadurch erhalten wir 


nacheinander: 






f • 3 
sina« = — ; 

5 


4 
cosöti = — ; 
5 




k 


5 
sina 2 = — ; 


12 
cos<x 2 = — ; 




> 


8 

sm <*s = 17 ; 


15 






7 
4 25 


24 
cos* 4 = -; 
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sin (äj + <% 2 ) = 
sin (*! + <% 3 ) = 



56 
65 J 

77 



008(04 + Ä 2 ) = 



33 



85' 



(2) 



(3) 



sin^i -f-* 4 ) = — ; 



171 

22l 

204 

325 

297 



sin (<% 2 + oc s ) = 
sin (<% 2 + a 4 ) = 



sin (<% 3 + a 4 ) = 



cosK + äs)- — 

3 

COS(ä! + ä 4 ) = — 
COS(ä 2 + Ä 3 ) = 

cos (<x 2 + <% 4 ) = 



425 ' 
sin («! + <% 2 + <% 3 ) = 



cos(a s + <% 4 ) 
1104 



65' 
36 
85 ; 
3 

5 ' 
140 m 
221 ; 
253 
325" J 
304 
425 ; 



cos (ot t + <x 2 + ä 3 ) = 



sin (*! + ä 2 + <% 4 ) = 
cos (04 + ä 2 + # 4 ) = 



sin («i + * 8 + <% 4 ) = 



1105' 
47 
1105 ; 

63 
65 ; 
16 
65 J 

84 



85' 

13 
cos^ + Äg + # 4 ) = — ; 



sin(* 2 + ä 8 + *4) = 
cos (<x 2 + * 8 + #4) = 



5084 m 
5525 ; 
2163 
5525' 
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Aus den zuletzt gewonnenen Werten für den Sinus 
und den Kosinus der Summe von je drei der fünf Peri- 
pheriewinkel folgen dann auf vierfache Weise die 
Werte für den Sinus und den Kosinus der Summe 
von je vier der fünf Peripheriewinkel und dadurch 
auch des fünften Peripheriewinkels a 5 . Wir erhalten 
nämlich : 

sin^ + a 2 + a 3 + #4) = sin (180° — a 5 ) 

_1_ * _J_ 10?3 

COS^ + Ä 2 + <*S + Ä 4) = COS(180° — Ä 5 ) 

, 264 

= - C0SÄ ^ + TiÖ5- 

Aus den berechneten Werten folgen nun ganz- 
zahlige Werte für die fünf Seiten und die fünf Dia- 
gonalen des Sehnen-Fünfecks, wenn wir 

2r = 5525 

setzen. Dadurch erhält man für die fünf Seiten % , 
#2 , Og , a 4 , % und die fünf Diagonalen d l9 & 2 , d 3 , 
d i9 d 6 die folgenden ganzen Zahlen: 



Ol = 3315' 

Og = 2125 

03 = 2600 

a 4 = 1547 

[ 05 = 5365 J 



f ^ = 4760 ) 
dj = 3861 



p 3 



5084 



d 4 = 4275 
[ d s = 5520 J 
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Für den Inhalt / erhält man auf vielfache Weise: 

J= 13 362972 . 

Was die fünfmal drei Abschnitte anbetrifft, in 
welche jede Diagonale durch die anderen Diagonalen 
zerlegt wird, so lassen sich dieselben wegen des Sinus- 
Satzes durch 2r und die Sinusse der fünf Winkel 
oder ihrer Summen rational ausdrücken. Beispiels- 
weise erhält man für die drei Teile b lt e iy c x der 

. Diagonale d^ : 

, rt sinöt, • 8in<% 5 



e 1 = 2r- 



sin(<x 2 + a 5 ) ' 

sin <x t sin <x 2 sin<x 4 



sin(<% 2 + a^sin^ + ot 2 ) ' 

sin# 2 • sina 8 
sin(Ä! + a 8 ) 

Hiernach werden die drei Teile der Diagonale d ly 
die in unserem Zahlenbeispiel gleich 4760 war: 

91205 122825 91205 

28 ' 308 ' 28 * 

So erhält man für alle 15 Diagonalteile zwar ratio- 
nale Zahlen, aber nicht notwendig ganze. 

Da das heronische Sehnen-Fünfeck keine anderen 
als heronische Winkel enthält, so sind alle zehn 
Dreiecke, die in dem Fünfeck liegen, heronische. 
Das innere Fünfeck, dessen Seiten die fünf mittleren 
Abschnitte der Diagonalen sind, hat zwar rationale 
Seiten und rationalen Inhalt, aber nicht notwendig 
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sind auch die Diagonalen dieses inneren Fünfecks 
rational. Wohl aber sind die Lote rational, die man 
von den Ecken dieses inneren Fünfecks auf die Gegen- 
seiten fällen kann. Auch diejenigen fünf Dreiecke 
müssen heronische werden, die außerhalb des Sehnen- 
Fünfecks durch Verlängerung der Seiten entstehen. 
Wie soeben ein Sehnen-Fünfeck aus vier beliebigen 
heronischen Winkeln erzeugt wurde, so läßt sich auch 
aus je fünf beliebig gewählten heronischen Winkeln 
ein Sehnen-Sechseck aufbauen, in dem alle Seiten 
und alle Diagonalen, sowie der Inhalt rational wer- 
den, und überhaupt aus je n — 1 beliebigen hero- 
nischen Winkeln ein w-seitiges Sehnen -Polygon mit 
denselben Eigenschaften. Dabei werden die n Seiten, 
die \ n (n — 3) Diagonalen und der Inhalt auch sämt- 
lich ganzzahlig, wenn man den Durchmesser 2r des 
Umkreises gleich dem Generalnenner der n — 1 Brüche 
setzt, die man für die Sinusse der n — 1 heronischen 
Winkel gewählt hat. Die Teile jeder der Diago- 
nalen werden dann nicht notwendig ganzzahlig, wohl 
aber rational. Für n = 6 erhält man zwei Arten von 
Diagonalen, nämlich erstens solche, die mit zwei Sechs- 
eckseiten ein Dreieck bilden, zweitens solche, die mit 
drei Sechseckseiten ein Viereck bilden. Jede der 
sechs Diagonalen erster Art wird durch die anderen 
Diagonalen in vier Teile zerlegt, und jede der drei 
Diagonalen zweiter Art wird in fünf Teile zerlegt, 
so daß schon 39 Diagonalteile für n = 6 entstehen. 
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Für n = 1 erhält man 84 Diagonalteile, die sämtlich 
rational werden müssen, sobald die sechs Winkel, von 
deren Sinussen man ausgeht, heronische sind, usw. 
Dazu treten dann noch die Seiten der außerhalb des 
Sehnen -Polygons liegenden Dreiecke, die durch Ver- 
längerung von Polygonseiten entstehen. Diese Drei- 
ecke sowie alle innerhalb des Polygons entstehenden 
Dreiecke sind heronische, haben also nicht allein 
rationale Seiten, sondern auch rationalen Inhalt, ratio- 
nale Höhen, rationalen Umkreis-Kadius, rationale Be- 
rührungsradien usw., wie in § 2 erörtert ist. 



In derselben Weise wie oben ganz allgemeine 
heronische Sehnen - Polygone gefunden sind, lassen 
sich auch diejenigen besonderen heronischen Sehnen- 
Polygone auffinden, in denen zwei oder mehr Seiten 
gleich sind. Da die Dreiecke in § 2, die Sehnen- 
Vierecke in § 7 schon behandelt sind, beginnen wir 
mit n = 5 . 

Wenn alle fünf Seiten eines Sehnen -Fünfecks 
gleich sind, müssen auch alle fünf zugehörigen Peri- 
pheriewinkel einander gleich sein, also jeder gleich 
36° sein. Dann ist also das Eationalsein unmög- 
lich. Wenn aber die fünf Seiten auch nur zwei 
verschiedene Längen haben, so daß auch die zuge- 
hörigen Peripheriewinkel zwei verschiedene Größen 
haben, so gelingt die Lösung des Problems der Ganz- 



\ 
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zahligkeit. Bezeichnen wir mit a und b die ver- 
schiedenen Seiten des Sehnen-Fünfecks mit oc und ß 
die ihnen gegenüberliegenden Peripheriewinkel, so 
sind drei Fälle zu unterscheiden, je nachdem näm- 
lich aufeinanderfolgen: 



1) 


<*> 


a, 


a, 


a, 


b; 


2) 


a, 


<*> 


a>> 


b, 


b; 


3) 


a, 


b, 


a, 


b, 


a . 



Im ersten dieser drei Fälle hat man aus 4 oc + ß 
= 180°: 

sin/? = sin 4 ot und cos/? = — cos4 <% 

zu schließen. Wir haben also nur ot als einen hero- 
nischen Winkel anzunehmen, um dann 4 <x und ß als 
heronische Winkel zu finden, und dadurch zu errei- 
chen, daß die vier gleichen Seiten a, die fünfte Seite b, 
und die beiden verschieden langen Diagonalen e und f 
ganzzahlig werden, wo e die dreimal vorhandene Dia- 
gonale ist, die mit zwei Seiten a ein Dreieck bildet, 
und f die zweimal vorhandene Diagonale ist, die mit 
a und b ein Dreieck bildet. Ist beispielsweise <x der 

3 
heronische Winkel, dessen Sinus — und dessen Ko- 

4 . 5 

sinus — ist, so erhält man, wenn man: 
5 

2r= 625 

setzt, und durch Drei als gemeinsamen Teiler hebt: 

a=125, 6=112, e = 200, /*= 195 . 
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Für den Inhalt / erhält man auf mehrfache Weise: 

J= 25752 . 

Im zweiten der drei Fälle, wo das heronische 
Fünfeck drei gleiche Seiten a und zwei gleiche Seiten b 
in der ^Reihenfolge a, a, a, b, b besitzt, haben wir: 

3* + 2/? = 180° 

anzusetzen, woraus: 

ß= 90° — f ä 

folgt. Wenn wir demgemäß von — als heronischem 

Winkel ausgehen, und daraus f* und ß als hero- 
nische Winkel erhalten, müssen wir zu ganzzahligen 
Seiten und ganzzahligen Diagonalen solcher Fünfecke 
gelangen, falls wir 2r gleich dem Nenner des für 
f (X erhaltenen Bruches setzen. Was die fünf Dia- 
gonalen anbetrifft, so haben dieselben drei verschie- 
dene Längen. Die Länge der Diagonale e, die mit 
den Seiten b und b ein Dreieck bildet, ist nur ein- 
mal vorhanden, die Länge der Diagonale /*, die 
mit a und a ein Dreieck bildet, ist zweimal vorhan- 
den, und die Länge der Diagonale g , die mit a und b 
ein Dreieck bildet, ist auch zweimal vorhanden. Um 

auch von vornherein ein Beispiel zu haben, sei — 

5 
der heronische Winkel, dessen Sinus — - und dessen 

12 . 13 

Kosinus — ist. Dann erhalten wir: 
13 
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• 3 * 2035 

sinfa = cos/? = 2197 ' 

3 • * 828 

cosf<% = sin/?==^-^, 

so daß, wenn 2r = 2197 gesetzt wird, folgt: 

a=2rsina = 1560, b = 2ramß= 828 , 

2 • 828 • 2035 3369960 



e = 2rsin2£ = 2197 



/•= 2rsin2öc = 2197 



2197 2 13 3 

2 • 120 • 119 28560 



169 2 13 ' 

g = 2rsin(a + ß) 

- 2I97 . (!ÜL*» + Hill 2 - 8 ) - 2 o 28 . 

Die für a und b erhaltenen ganzen Zahlen haben 

den gemeinsamen Teiler Zwölf. Hebt man durch 

diesen, so erhält man: 

280830 
a = 130, 6=69, e= ^ , 

^ 2380 28561 , ÄA 

f = , (7= =169. 

/ 13 > y 132 

Damit das Sehnen-Fünfeck möglich sei, muß der 
heronische Winkel — , von dem man auszugehen hat, 

u 

einen Sinus haben, der kleiner als \ ist. 

Wie bei den heronischen Sehnen -Vierecken, die 
in § 7 besprochen sind, müssen auch bei den hero- 
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nischen Sehnen -Fünfecken nicht allein die ganzen 
Diagonalen, sondern auch deren Abschnitte rational 
werden. 

Drittens ist noch das heronische Sehnen-Fünfeck 
zu besprechen, in dem die beiden verschiedenen Seiten- 
längen a und b in der Reihenfolge 

a , b , a , b , a 

liegen. Hier sind zwei verschiedene Diagonalenlängen 
f und g zu unterscheiden, von denen /*= 2 r sin 2 a 
nur einmal, g = 2rsin(a + ß) viermal vorhanden 

ist. Wenn wir, wie im zweiten Fall, von sin — 
5 2 

= — ausgehen, und dann : 

XÖ 

a = 130 , b = 69 
erhalten haben, ergibt sich in diesem dritten Fall: 
, 2380 28561 ^ 

In allen drei Fällen ergibt sich auch für den In- 
halt eine rationale Zahl. 

So wie soeben für n = 5 einige besondere Sehnen- 
Polygone behandelt wurden, so lassen sich für jedes 
beliebige n Sehnen-Polygone mit rationalen Seiten, 
rationalen Diagonalen und rationalem Inhalt von 
der Besonderheit finden, daß unter den Seiten des 
Sehnen-Polygons zwei oder mehr einander gleich sind. 
Doch darf dabei nicht verlangt werden, daß jede von 
den verschiedenen Seitenlängen mehr als zweimal auf- 
Schubert, Auslese aus meiner Unterrichtspr axis. H. v> 
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tritt. Wenn nämlich die Seiten des Sehnen-Polygons 

% * °2 9 ^3 y • • • » a * 
und die zugehörigen Peripheriewinkel 

genannt werden und jede Seite a,- £ t mal auftreten soll, 
so muß die Bedingungsgleichung: 

3l ' #1 + ^ * Ä 2 + ^a ' a s + • • • + 8* • #n = 1^0° 

erfüllt werden, was, wenn <k 19 <x 2 , <x 3 , . . . , oc n hero- 
nische Winkel sein sollen, immer erreichbar ist, wenn 
auch nur einer der Koeffizienten 

nicht größer als Zwei ist. Denn dann läßt sich dieser 
durch die übrigen Winkel und durch 180° bzw. 90° 
ausdrücken, wird also heronisch, wenn alle übrigen 
Winkel von vornherein als heronische angenommen 
werden. 

Zum Schluß werde noch das heronische Sehnen- 
Sechseck besprochen, in welchem dreimal zwei Gegen- 
seiten gleich sind, so daß, wenn a, b, c die drei ver- 
schiedenen Seitenlängen bezeichnen, die sechs Seiten 
in der folgenden Beihenfolge 

a , b , e , a , b , c 

geordnet sind. Sind wieder oc , ß , y die ihnen gegen- 
überliegenden Peripheriewinkel, so ist die Bedingungs- 
gleichung : 
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zu erfüllen, wo «, j}, y heronische Winkel sind. 
Man hat also von zwei beliebig gewählten heroni- 
schen Winkeln <x und ß auszugehen. Dann erhält man: 

a = 2 r sin& , b = 2 r sin/? , c = 2r cos(& + ß) . 

Was die neun Diagonalen anbetrifft, so sind 
drei von ihnen Durchmesser und von den übrigen 
sechs sind je zwei gleich. Sind ihre drei verschie- 
denen Längen a', V, c', so ergibt sich: 

af = 2 r cosa , ¥ = 2 r cos/? , & = 2 r sin(a + ß) • 

Für den Inhalt J des heronischen Sehnen - Sechs- 
ecks erhält man auf mehrfache Weise: 

J= 4r 2 cosa cos/?cosy . 

Als Beispiele wählen wir erstens 

sin et = f , sin/8 = ^ , cos* = j. , cos/? = -J-| , 

2 r = 65 , zweitens sin<x = ■§■ , sin/? = -fc , cosa = f , 
cos/? = |^ . Dann kommt: 



1) 


2) 


a = 39 


a = 51 


6 = 25 


6 =40 


c =33 


c = 36 


a' = 52 


a'= 68 


b'= 60 


fc'=75 


^=56 


c'=77 


J=2688 


J=4620 




5* 
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§ 9. Dreiecke mit drei rationalen Seiten und 
zwei rationalen Transversalen. 

In § 5 ist gezeigt, daß in einem heronischen Drei- 
eck von den drei Transversalen t ai t bi t c nur eine 
einzige rational sein kann. Demnach ist es aus- 
geschlossen, Dreiecke zu formieren, die drei rationale 
Seiten a, b, c, rationalen Inhalt und mehr als eine 
rationale Transversale hätten. Verzichtet man jedoch 
auf die Rationalität des Inhalts, so gelangt man zu lös- 
baren Problemen, nämlich denen, welche die Ratio- 
nalität der drei Seiten und zweier von den drei Trans- 
versalen verlangen. Aus der bekannten Beziehung: 

(2 Q* + a 2 = 2 b* + 2 c* = (b + c) 2 + (b - c) 2 

gelangt man zunächst zu: 



(1) 



(+ ta + ^-^) (+'« - ^-^) - S(S - ü) , 



wo s den halben Umfang \ (a + b + c) bedeutet. 
Falls a, b, c, t a rational sind, ist jeder Faktor der 
beiden in (1) gleichgesetzten Produkte rational. Aus 

(1) folgt deshalb eine Gleichsetzung zweier rationaler 
Brüche, deren Wert x heißen möge, nämlich: 

(2) ±ta-\{b-c) s-a 

Hieraus folgt: 

±t a — i(b — c) = s-x 

< 3 > J . , wi , s-a 

± <■ + *(* -«) = -— 
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oder: 



w 



± 2 t a = (s - a) (x + 1 J 

+ (s — i) sc + (* — c ) * 



(s — 6) — (s — e) = (s 



a) ( X ~ä 



+ (5 — b) x -f- (* — c) x . 
Die zweite der beiden in (4) zusammengefaßten 
Gleichungen besteht nur zwischen x und den drei 
Seiten. Sie läßt sich folgendermaßen schreiben: 



(5) 



s — a , s — b , s 

= 1 — - + — 



x 



X + 1 ' X — 1 

Nach Erfüllung dieser Gleichung durch rationale 
Werte von x y s — a, s — b, s — c muß auch die 
Transversale t a rational werden. 

Damit das Dreieck auch möglich sei, d. h. die 
Summe zweier Seiten größer als die dritte sei, müssen 
s — a, s — b, s — c positiv sein. Daraus aber folgt, 
daß der Wert von x zwischen und + 1 oder zwi- 
schen und — 1 liegen muß. Denn sonst wäre in 
(5) die Summe dreier positiver Zahlen oder dreier 
negativer Zahlen gleich Null gesetzt. Man gelangt 
also immer zu einem möglichen Dreieck, wenn man 
die Bedingung (5) durch einen positiven oder nega- 
tiven echten Bruch x erfüllt. Um auch t b rational 
zu gestalten, gesellen wir zu Gleichung (5) die ihr 
analoge Gleichung: 
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(6) 



s — b , s — es — a 

= + — 7-7 + 



y 



s + i 0-1' 



wo nun y auch einen positiven oder negativen Bruch 
bedeutet. Durch Elimination erstens von s — c , 
zweitens von s — b , gelangt man zu dem Gleichungs- 
system: 

2x + y-l 



(7) 



(s-a) 
(s-b) 



(s-a) 
= (s-c) 



x(x-l)(y-l)(y + l) 
—x — 2y—l 

(*-!)(*+ 1)0(0+1) 

— s + 0— 1 
«(»+ 1)0(0— 1) 
— a — 2 y — 1 

(*-!)(*+ 1)0(0+1)' 



Da a; und y positive oder negative echte Brüche 
sind, so führen wir in das Gleichungssystem (7) 1 — x , 
1 + x » 1—0 und 1+0 ein und gestalten es in die 
folgende laufende Proportion um: 



(8) 



s — a 



s-b 



(x + 2y + l)x(l-y) (2x + y - 1)(1 + x)y 

s — c 



(x-y + l)(l-x)(l + y)' 



Da es nur auf das Verhältnis von a, b und c 
und deshalb auch von s — a y s — b 9 s — c ankommt, 
dürfen wir setzen: 
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s-a = (x + 2y+l)x(l-y) 

(9) \ s -b=(2x + y-l)(l+x)y 
s - c =( X -y + l)(l-x)(l+y). 

Durch Addition der drei in (9) zusammengefaßten 
Gleichungen erhalt man: 

(10) s = Sxy + x — y + 1. 

Setzt man für x und y irgend welche positive 
oder negative echte Brüche, so erhält man aus (9) 
und (10) rationale Werte von s, s — a, s — b, s — c, 
woraus dann rationale Zahlen für a, b, c folgen, aus 
denen rationale Zahlen für t a und t b hervorgehen 
müssen, nämlich, wie sich aus (4) ergibt: 

s — a 



+ 2t a = S • X + 



X 



(11) s-b 

± 2 t b = s . y H . 

Will man die gesuchten rationalen Zahlen a, b, 
c, t a , t b auch ganzzahlig gestalten, so hat man noch 
mit dem Generalnenner zu multiplizieren. Beispiels- 
weise folgt aus den willkürlich gewählten echten 
Brüchen 

s= +£, y= +i 

zunächst: 

»-« = (* + 2.i+l).W-tt. 
,_*_(2. * + *-!). f. *-A. 
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Wir lassen nun den gemeinsamen Nenner 18 fort, 
setzen also s — a = 13 , « — 6=3, s — c = 14 , 
5 = 30, schließen daraus: 

a = s — (s — a) = 11 , b = « — (s — 6) — 27 , 

c = s — (s — c) = 16 , 

und finden dann aus (11), um den Bruch £ zu 
vermeiden, nicht die einfachen, sondern die Doppel - 
Transversalen 2t a und 2t b , nämlich: 

2^ = 41, 2* 6 = 19. 

In der Tat ist: 

41 2 + 17 2 = (27 + 16) 2 + (27 - 16) 2 
und 

19 2 + 27 2 = (17 + 16) 2 + (17 - 16) 2 . 

Um zu zeigen, daß auch negative echte Brüche 
für x und y gesetzt werden dürfen, gesellen wir zu 
x = \ zweitens y = — £ hinzu. Dadurch erhält man: 

also: 

a=14, 6=21, c=13, 2* fl = 32, 2t b = 17. 

In der Tat ist: 

14 2 + 32 2 = (21 + 13) 2 + (21 - 13) 2 
und: 

21 2 + 17 2 = (14 + 13) 2 + (14 — 13) 2 . 
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Da s — a, s — b, s — c zugleich positiv oder 
negativ sein müssen, so ist wegen (9), falls y > 1 + x 
ist, also s — o negativ wird, zu bedenken, ob auch 
s — a und s — b negativ werden. Dies ist aber immer 
der Fall, weil die Bedingung y> l+o; zur Folge 
hat, daß x negativ, y positiv sein muß. Hierfür diene 
noch das folgende dritte Beispiel: 

Man erhält zunächst: 

s-a=— fä, s-b=-$%, 

s c = T6" » 8 == 3"5 * 

Wir haben nun, um auf positive ganze Zahlen 
zukommen, mit —36 zu multiplizieren, und erhalten: 

s — a=ll, s — fc=16, s — c = 15 , s = 42 

a = 31, 6 = 26, c=27, 

2 t a = 43 , 2 t b = 52 . 

In der Tat ist: 

43 2 + 31 2 — (27 + 26) 2 + (27 - 26) 2 
52 2 + 26 2 = (31 + 27) 2 + (31 - 27) 2 . 

§ 10. Dreiecke mit drei rationalen Seiten und 
drei rationalen Transversalen. 

Es liegt nahe, den in § 9 verfolgten Weg, wel- 
cher dort zu Dreiecken mit drei rationalen Seiten a, 
b, c und zwei rationalen Transversalen t a und h 
führte, fortzusetzen, um zu Dreiecken zu gelan- 
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gen, in denen die drei Seiten a, b y c und alle 
drei Transversalen t a , t b , t c rational sind. Man hat 
dann nur zu den in § 9 mit (5) und (6) bezeichneten 
Bedingungsgleichungen die dritte Bedingungsgleichung: 



8 — c s 

+ 



a + i^4=o 



x x-\- 1 x x — 1 

hinzuzufügen, wo x ein positiver oder negativer 
echter Bruch sein muß, gerade wie in § 9 x und y 
derartige Brüche sein mußten, damit das gesuchte 
Dreieck möglich wurde. Unser Problem ist also 
darauf zurückgeführt, das folgende Gleichungssystem 
durch positive rationale Werte von s — a , s — b , 
s — c zu erfüllen : 

s — a 8 — b s — c 



(1) 



= 



= 







x 
s-b 

y 

s — c 



1 + x 1 — x' 



+ 



+ 



s — c 

T+v 

s — a 



s — a 
s-b 



x 



1 + * 1—x 
Damit dies möglich sei, muß zwischen den Brüchen 
y, x die folgende Bedingungsgleichung bestehen: 



(2) 0- 



1_ 
x 

1 



+ 



l-y 
l 

l + x 



1 + x 

1_ 

y 
i 

1 — x 



l-x 

1 
i + y 

X 
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oder, nach Auflösung der Determinante: 

111,1 1 

— • — •— + 



(3) 



x y x l+xl-\-yl-{-x 



+ 



I — x 1 — y 1 — x 

II 1,1 11 

— • — — — — • ^^^— ^— —i— — ^— — — • • — — 

x 1 + y 1 — x 1 + x 1 — y x 

111. 
1 — x y 1 + x 



Jedes Tripel von positiven oder negativen echten 
Brüchen x, y, x, das die Bedingung (3) erfüllt, muß 
zu einem Dreieck führen, dessen drei Seiten und 
dessen clrei Transversalen rational sind. Um a, b, c, 
ta> h> tc aus einem solchen Tripel zu berechnen, be- 
nutzt man am besten die in § 9 in Nr. 9 und 10 
abgeleiteten Ausdrücke , die uns s , s — a , s — b , 
s — c und dadurch a , b , c liefern. Die Transver- 
salen findet man endlich aus Nr. 4 in § 9. Bei- 
spielsweise wird die Bedingungsgleichung (3) erfüllt, 

9 7 25 • ♦♦ n 

wenn man x = — , y = — , x = — — einsetzt. Da- 

13' * 13' 52 

raus ergibt sich dann: 

s — a = (x + 2y + l)s(l — 2/) 

36 • 9 • 6 



~~ \13 + 13 + 13/ ' 13 ' 13 "" 



13» 
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s-b = (2x + y-l)(l+x)y 

- ( 1S + JL. _ ±?\ ?? _L _ 12-22-7 

~~ V13 + 13 "" 13/ ' 13 " 13 ~~ 13 3 

_/9__^13\ j^ 20 _ 15-4-20 
~" V 13 13 + 13/ ' 13 ' 13 ~ 13 3 

s = 3xy + x — y + 1 

JL 7 9 7 13 _ 384 
= ' 13* 13 + 13~ 13 + 13~T32 * 

Um auf ganze Zahlen zu kommen, multiplizieren 

wir die für s — a, s — b, s — c, s erhaltenen Brüche 

13 3 
mit -— - und erhalten: 
24 

s=208, s — a=81, s — 6=77, s — c = 50 • 
Hieraus folgt: 

a = 127, 6 = 131, c=158. 
Die drei Transversalen erhält man dann aus: 

± 2 t a = s - x + S -=^- = 208 .iL + 81 . H = 261 , 

y *-& 7 

g q OK to 

± 2* c =s.* + -_=-208.^-50-|| = -204 

Zu den drei Seiten a = 127 , b = 131 c — 15g 
gehören also die drei Doppeltransversalen: 2 t a = 261 
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2 t b = 255 , 2 tf c = 204 . Ehe wir auf eine metho- 
dische Lösung der Gleichung (3) durch rationale echte 
Brüche eingehen, sei vorauf bemerkt, daß jede Lösung 
des Problems, die drei Seiten und die drei Trans- 
versalen rational zu gestalten, wie elementar leicht 
erkennbar ist, dadurch zu einer neuen Lösung führt, 
daß man die dritten Teile der Doppeltransver- 
salen zu Seiten eines neuen Dreiecks machen 
kann, dessen Doppeltransversalen die Seiten 
des alten Dreiecks sind. Beispielsweise gibt die 
obige Lösung: 

a=127, 6 = 131, c=158, 2* a = 261, 

2 t b = 255 , 2 t c = 204 

implizite auch die neue Lösung: 

a = £ . 261 = 87 , b = | • 255 — 85 , 
c — £ • 204 = 68 , 

wozu als Doppeltransversalen gehören: 

2* a =127, 2* 6 =131, 2tf c =158. 



Um methodisch zu rationalen echten Brüchen zu 
gelangen, die, für x , y , % eingesetzt, die Gleichung (3) 
befriedigen, ordnen wir diese Gleichung nach z, 
wodurch wir, nachdem wir mit x (1 — x) (1 + x ) 
2/(1 — y) (1 + y) multipliziert haben , die folgende 
Gleichung erhalten: 
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(x+2y+l)x(l-y) 



1 +z 
(*) { - ^— • (2x + y - 1)(1 + x)y 

JL — X 

+ ±(x-y+l)(l-x)(l+y) = 0. 

Diese Gleichung ist zweiten Grades für jede der 
drei Unbekannten. Es handelt sich darum, metho- 
disch die rationalen Werte von x, y, x herauszu- 
suchen, die diese Gleichung erfüllen. Zugleich müssen 
x, y, x positive oder negative echte Brüche sein, 
und s — a, s — b y s — c müssen positiv werden. 
Alle diese Bedingungen kann man dadurch leicht 
erfüllen, daß man die Gleichung (4) in zwei Glei- 
chungen ersten Grades für x zerlegt und dabei auf 
folgendes achtet. Erstens muß bei der Zerlegung ver- 
mieden werden, daß in irgend einer der beiden gleich 
Null zu setzenden Summen, durch deren Verknüpfung 
die linke Seite von (4) resultiert, von den drei auf 
denselben Buchstaben bezüglichen Brüchen, wie hier 

1 1 1 

% ' 1—x' 1 + x 

alle drei vorkommen, weil sonst eine Gleichung zwei- 
ten Grades für diesen Buchstaben entstände. Zwei- 
tens darf auch keins der drei Produkte Null wer- 
den, die mit — , , - — : — oder einem der drei 

X 1 — X 1 + X 
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analogen Brüche multipliziert sind, weil sonst Aus- 
drücke Null würden, die proportional 

s — a, s — b f s — c 

sind. Drittens muß dafür gesorgt werden, daß die 
beiden Ausdrücke, die man aus den beiden gleich 
Null gesetzten Summen für einen und denselben 
Buchstaben, es sei wieder x, erhält, so beschaffen 
sind, daß durch Gleichsetzung der beiden Ausdrücke 
eine Gleichung entsteht, die für x oder y ersten 
Grades wird. Allen diesen Vorschriften genügen 
eine ganze Reihe von Zerlegungen, von denen wir 
hier neun hervorheben, die zu neun Serien von je 
oo 1 rationalen Wert-Tripeln von x , y , % und dadurch 
zu neun Serien von Tripeln ganzer Zahlen führen, 
die, für die Seiten eines Dreiecks eingesetzt, be- 
wirken, daß das Dreieck bei ganzzahligen Seiten 
auch drei ganzzahlige Doppeltransversalen erhält. Um 
diese neun Zerlegungen übersichtlich darstellen zu 
können, bezeichnen wir die in (4) auftretenden Zähler, 
die zu 1 + %, 1 — x, x als Nenner gehören , mit 
A, B, C und verstehen dann unter 

Ausdrücke, die von x und y abhängen, und so be- 
schaffen sind, daß: 

A X +A 2 =A, B 1 + B 2 = B f Q + C^C 

ist. Jede der drei Ausdrücke: 

A = (x+2y+l)x(l-y), 
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B=(2x + y-l)(l+x)y, 

C=(x-y+l)(l-x)(l+y) 

enthält drei Faktoren, von denen zwei zu den Aus- 
drücken x, 1 — x 9 1 + # , y , 1 — y , 1 + y , x, 
1— x, 1 + ~ gehören, während der dritte Faktor 
der ist, der bei jeder der neun Zerlegungen anders 
dargestellt wird, nämlich: 

in l) :x +2y + l = [3y) + [x-y + l), 

in 2): 2x + y-l = [-3(l+y)] + [2(x+2y + l)] t 

in 3): x - y + 1 = [f (1 - 2/)] + [\{2x + y - 1)] , 

in 4) und 7): 

x+ 2y + 1 = [(1 + x) (1 + y)} + [(l-x)y] , 

in 5) und 8): 

2x + y - 1 = [x(l + y)] + [- (1 - x)(l - y)) , 

in 6) und 9): x -y + 1 = [(1 + x)(l - y)] + [xy] . 

Durch diese neun Zerlegungen gewinnt man neun 
Systeme von je zwei Gleichungen, die beide für x 
ersten Grades sind, und so beschaffen sind, daß durch 
Elimination von x eine Gleichung entsteht, die für 
x oder y ersten Grades ist und daher gestattet, die 
eine dieser Unbekannten durch die andere rational 
auszudrücken. Diese neun Gleichungen sind folgende: 

3yx(l-y) (2x + y-l)(l+x)y 



Ii 



1 + x 



= 



x 



(x - y + l)s(l - y) (x - y + 1)(1 - x) (1 + y) 

1 +Z ^ X 
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II 



in 



+ 



= o 



+ 3(l+y)(l+s)y 
1 — * 

(s-y+l)(l-s)(l+y) 

X 

-2(s + 2y-l)(l+a;)y 

1 — * 

, (g + 2y+l)s(l-y) 

+ Hm = 

|(1 - y) (1 - g) (1 + y) 

X 

(x+2y + l)x(l-y) 
1 + * 

£(2s + y-l)(l -*)(!+ y) 



* 



(2<r + y-l)(l+s)y 
1 — x 



= 



IV 



f (l+s)(l+y)g(l-y) 

1 +x 
| ( X _y + i)(i ._-,)(! +y) _ Q 



(1 — x)yx(l — y) 
1 +z 

(2x + y-l)(l+x)y 



= 



1 — * 
Schubert', Auslese aus meiner Unterrichtspraxis. IL 6 
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+ 



+ 



-x(l+y)(l+x)y 
1 — * 

(s-y + l)(l-«)(l+y) 

x 

+ (!-«)(! -y)(l + g)y 
l — % 

(«+2y+l)«(l-y) 



= 



1 + * 



= 



VI 



( (l + »)(i-y)(l-*)(l+y) 



X 



(s+2y+l)s(l-y) 
rcy(l — »)(1 + y) 



« 



(2x + y-l)(l+x)y 
1 — x 



= 



VII 



(l+s)(l+y)s(l-y) 
1 +* 

(2s + y-l)(l+g)y 
l — x 

(1 — s)y<e(l — y) 



= 



1 + x 
^ (g-y + l)(l-g)(l+y) 



= 
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vin 



IX 



+ 



+ 



— a;(l + y)(l + x)y 
1—x 

(x + 2y+l)x(l-y) 

1+* 

(l-x)(l-y)(l+x)y 
1—X 

(x-y+l)(l-x)(l+y) 

x 



= 



(l+x)(l-y)(l-x)(l+y) 



% 







(2s + y-l)(l + s)y 
1 — * 

xy(l —x)(l + y) 



, (x+2y + l)x(l-y) n 
+ 1+x 



In jeder der durch die 9 Gleichungssysteme zu- 
sammengefaßten 18 Gleichungen kann man durch einen 
der Faktoren 

x, 1—x, 1+x, y, 1 — y, 1+y 
oder: 

x + 2y +1, 2x + y — 1 , x — y+1 

heben, was deshalb gestattet ist, weil keiner dieser 
Faktoren Null sein darf. Denn, wenn einer der 
sechs zuerst genannten Faktoren Null wäre, müßte x 
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oder y gleich Null 0, +1 oder —1 sein, was aus- 
geschlossen ist. Und, wenn einer der drei zuletzt 
genannten Faktoren Null wäre, müßte s — a, s — b 
oder s — c Null sein, was gleichfalls ausgeschlossen 
ist. Wegen dieses Fortfalls eines der Faktoren ent- 
steht durch Elimination von x aus jedem der neun 
Systeme eine Gleichung zwischen x und y, die bei 
I, II, III, IV, V, VI für y ersten Grades ist und 
bei VII, VIII, IX für x ersten Grades. So erhält 
man in den ersten sechs Fällen y rational durch x 
ausgedrückt, in den letzten drei Fällen umgekehrt x 
durch y rational ausgedrückt. Da auch % in jedem 
der neun Fälle mit x und y durch zwei Gleichungen 
verbunden ist, die für % ersten Grades ist, so ist 
unser Problem, unzählig viele rationale Wert-Tripel 
für x f y, % zu finden, gelöst. Doch bedarf es noch 
der Diskussion darüber, wie es einzurichten ist, daß 
alle drei Größen positive oder negative echte Brüche 
werden, weil nur dadurch mögliche Dreiecke resul- 
tieren. Die rationalen Funktionen, die sich aus den 
neun Gleichungssystemen ergeben, lauten: 

7 — 4 x — 2 a;* 

(1) y = 



(2) y 



-5 + 10* J 

4 + 3s — 4s 2 
10 + 5 a- 

— 3 + 2« — x* 



(3) * = - 6 + 2* 
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(l+*)(3-4*-**) . 

V } y (3- x){l+x*) 

(1+ s)(-2 + 4s-3s») . 

V ; * (2-x)(-l + 2x + a; 2 ) ' 

(6) y=- < 1 +*)<l- 3 *-* , > . 



(7) z = 



(1 + 2 ») (1 + 2 x - x 2 ) ' 

(l-y)(2 + 4y + 3y«) . 
(2+y)(-l-2y + y*)' 

ftt * = (l-y)(-3-4y + y») . 

K) (3 + 2/) (1 + 2/ 2 ) ' 

fö x (l-y)(-l-3y + y*) 

V ' (l-2y)(l-2y-y*) ' 

Die aus diesen neun Formeln hervorgehenden neun 
Arten, um zu rationalen Lösungen der Bedingungs- 
gleichung (4) zu gelangen, sind nicht ohne Zusam- 
menhang. Zunächst erkennt man, daß (7) aus (5) her- 
vorgeht, wenn man — y statt x und — x statt y setzt 
und daß auf dieselbe Weise (8) mit (4) und (9) mit 
(6) zusammenhängt. Wir lassen daher die Zerlegungen 
(7), (8), (9) ganz außer acht. Auch die Zerlegungen 
(4), (5), (6) stehen mit den Zerlegungen (1), (2), (3) 
in Zusammenhang. Dies erkennt man, wenn man 
bei den sechs Zerlegungen auch die eliminierte ratio- 
nale Zahl % zunächst durch x und y und dann allein 
durch x ausdrückt. 

Wie dann aus je dem so gefundenen Tripel von 
echten Brüchen x, y, z: 
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s — a, s — b, s — c, 8, 
a, b, c, 2t a , 2tf 6 , 2t c 
folgen, ist schon oben an dem Beispiel: 

9 __ 7 _ 25 

X ~13' '~13' *~~52 

auseinandergesetzt. 

Wie (4), (5), (6) mit den ersten drei Formeln 
(3), (2), (1) zusammenhängen, erkennt man, wenn man 
bei (1), (2), (3) % durch x ausdrückt. Dadurch er- 
hält man: 

(1) *=- .(!-*)(! + 3*-**) 

(2) * = 

(3) * = ~ (S+x)(l+z*) ' 

Man erkennt nun, daß (4) aus (3), (5) aus (2), 
(6) aus (1) hervorgeht, wenn man — x statt x y —% 
statt y setzt. 

Schon oben ist angedeutet, daß bei Anwendung 
der obigen Gleichungsgruppen darauf geachtet wer- 
den muß, daß auch y und % echte Brüche werden, 
nachdem für x ein positiver oder negativer echter 
Bruch gewählt ist. Von den auf diese Frage bezüg- 
lichen Diskussionen diene als Beispiel der zweite von 
den neun Fällen. Hier ist: 



(1- 


2s)(l- 


- 2 x — x*) ' 


(1- 


■*)(2 + 


4x + 3x 2 ) 


(2 + 


x)(-l 


- 2 x + x 2 ) ' 


(1- 


*)(3 + 


4 x — x 2 ) 
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_4 + 3;c — 4<r 2 

V ~~ 10 + 5« " 

Damit nun auch y ein echter Bruch sei, nachdem 
x gleich einem echten Bruch gesetzt ist, muß sein: 

— 10 — 5z<4 + 3:z — 4z 2 < 10 + 5 z 

oder: 

9 /l \ 2 23 

Diese Ungleichungen sind aber immer erfüllt, wenn 

x zwischen — 1 und + 1 liegt. Im zweiten von den 

neun Fällen ergibt also jeder für x gesetzte echte 

Bruch auch für y einen Wert, der zwischen -1 

2 
und + 1 liegt. Ist z. B. x = + — - , erhält man 

19 A » 

y = — , woraus dann s — a, s — b, s — c, s, a , 

b, c, 2t a , 2t b , 2 t c folgen und deshalb % von selbst zu 

27 
einem echten Bruche werden muß, nämlich z = — — . 

68 

Wir fügen nunmehr für jeden der sechs Berech- 
nungswege ein Beispiel hinzu, bei welchem x so ge- 
wählt ist, daß auch y ein positiver oder negativer 
echter Bruch wird. Die Nummern sind mit den 
oben für die Zerlegungen der Bedingungsgleichung (4) 
gewählten Nummern in Einklang. 

T ^ 4 - 21 23 

I *= + 5"> 2/=+25> * = -31' 
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s_a=116, 5 — 6 = 567, 
s — c = 92, 5=775, 

a = 659, 6 = 208", c = 683 , 
2* a =765, 2tf 6 = 1326, 2< c = 699; 

2 19 27 

H *= + 3-> »-+Ö0' * = ~68' 

s — a=3772, s — b = 1235 , 
$ - c = 2133 , s = 7140 , 

a = 3368 , b = 5905 , c = 5007 , 
2* a = 10418, 2tf 6 =6161, 2f c =8207; 



m 



IV 



X = -1 , 

~ 2 


9 19 

^""äs' *" 35' 


s — a = 296 , 


« — 6 = 81, 


s — c = 323 , 


s = 700 , 


a = 404 , 


6 = 619, c = 377, 


2 t a = 942 , 


2 *6 = 477 , 2t c = 975 ; 


# = H — • 
~ 2 


9 19 
'-+26' * = "86' 


s — a= 296 , 


5-6 = 81, 


s — c = 323 , 


« = 700 , 


a = 404 , 


6 = 619, c = 377, 


2 t a = 942 , 


2 fe — 477 , 2 * c = 975 ; 


2 
X ~~ ~~J' 


,27 65 
y + 68' *- 119 
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s _ a = 3772 , s — b = 2133 , 
s — c=1235, ä=7140, 

a = 3368 , b = 5007 , c = 5905 , 
2t a = 10418, 2* 6 =8207, 2 * c = 6161 ; 

vt , 2 7 51 

s — a = 744 , s — 6 = 133 , 
s — c=1173, 5 = 2050, 

a = 1306, & = 1917, c = 877 , 
2* a = 2680, 2< 6 =1129, 2* c = 3161. 

Die Beispiele HI und IV sowie IE und V zeigen, 
daß man auf dieselben sechs ganzen Zahlen für a, b, 
c, 2t ai 2*6> 2t c auch kommen kann, wenn man von 
zwei verschiedenen rationalen Tripeln für x, y, % 
ausgeht. Auf diese beiden in den Resultaten völlig 
identischen Beispiele III und IV, sowie auch auf I 
kann man das schon oben besprochene Drittelung- 
verfahren anwenden, um zu einer neuen Lösung mit 
kleineren Zahlen zu gelangen. Nach diesem Verfahren 
erhält man dadurch eine Lösung, daß man die 
dritten Teile der Doppel transversalen zu Seiten eines 
neuen Dreiecks macht, dessen Doppeltransversalen 
dann die Seiten des ursprünglichen Dreiecks sind. 
Hiernach folgt aus I: 

a = 255 , b = 442 , c = 233 , 

2 t a = 659 , 2 t b = 208 , 2 t c = 683 . 
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Ebenso folgt aus HI oder IV: 

a = 314 , b = 159 , c = 325 , 

2*« = 404, 2*6=619, 2* c = 377. 

Um auch ein Beispiel für eine der drei letzten 
Zerlegungen (7), (8), (9) zu haben, setzen wir in 

1 33 A 

(7) 2/ Ä _| 9 wodurch wir erhalten: x = — ^ und 

2 

z » . Dies führt zu: 

35 

s - a = 2409 , s - b = 1184 , 
s — c = 82 , s = 3675. 

a = 1266 , b = 2491 , c = 3593 , 
2f a =6052, 2* 6 = 4777, 2* c = 1645. 

Kurz vor dem Verfasser war auf einem anderen 
eigenartigen Wege auch Freiherr von Thielmann 
(in Dorf Kreuth, Oberbayern) zu einer Methode ge- 
langt, die ihm gleichfalls oo 1 Dreiecke lieferte, deren 
Seiten und Doppeltransversalen zugleich ganzzahlig 
sind. Freiherr von Thiel mann hat mir freundlichst 
gestattet, seine 7 Beispiele hier zu veröffentlichen: 

(1) a = 87, 6 = 85, c=68; 2 t a = 127 , 

2*6 = 131, 2* c =158; 

(2) a = 619, 6=377, c = 404; 2 t a = 477 , 

2 t b = 975 , 2 t e = 942 ; 
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(3) a = 446, 6 = 277, c = 477; 2/. = 640, 

2 t h = 881 , 2 t e = 569 ; 

(4) a = 509, 5=1323, c=1664; 2*.= 2963, 

2^ = 2075, 2J C =1118; 

(5) «=13093, 5 = 8675, c = 17128 ; 
2* a = 23787, 2/ 6 = 29229, 2* c =14142; 

(6) o = 4607, 6 = 3238, c=6715; 
2* a = 9483, 2^ 6 = 11052, 2* c = 4281; 

(7) a = 26184, 6 = 19651, c= 15805; 
2* a = 24214, 2* 6 = 38531, 2t e = 43517. 

Mehrere von den v. Thiel mann sehen Lösungen 
sind mit den von uns gegebenen Beispielen identisch, 
doch nicht alle. Auch sind vom Verfasser oben Bei- 
spiele gefunden, die nicht zu den soeben angeführten 
v. Thielmannschen Beispielen gehören. Zum Schluß 
stellen wir noch diejenigen vier Beispiele zusammen, 
bei denen keine der sechs ganzen Zahlen mehr als 
dreiziffrig ist, wobei wir immer von zwei Beispielen, 
die durch das Drittelungsverfahren zusammenhängen, 
nur eins anführen: 

(1) a = 87, 6 = 85, c = 68; 
2* a =127, 2fc — 131, 2* c =158; 

(2) a=159, 6 = 325, c=314; 
2* a = 619, 2f 6 = 377, 2* c =404; 

(3) a = 446, 6=277, c = 477; 
2* a = 640, 2*6=881, 2* c = 569; 
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(4) a = 255, 6 = 442, c = 233; 

2< a = 659, 2* 6 =208, 2* c = 683. 

§ 11. Heronische Pyramiden. 

Über jedes heronische Dreieck (§ 2), Viereck 
(§ 7) oder Polygon (§ 8) lassen sich unzählig viele 
Pyramiden mit rationaler Seitenkante und rationalem 
Volumen errichten. Solche Pyramiden, die hero- 
nische heißen sollen, haben dann auch einen ratio- 
nalen Umkugelradius, wie sich leicht zeigen läßt. Wenn 
man nämlich im Zentrum des Umkreises eines Sehnen- 
Polygons auf dessen Ebene das Lot errichtet und 
einen beliebigen Punkt dieses Lotes mit den Seiten 
des Polygons durch Ebenen verbindet, so entsteht 
eine gerade Pyramide, indem alle Seitenkanten der- 
selben mit der Höhe h und den nach den Ecken 
gezogenen Radien r kongruente Dreiecke bilden. Wenn 
man demgemäß dafür sorgt, daß der Winkel ju , der 
in allen diesen kongruenten Dreiecken der Höhe h 
gegenüberliegt, ein heronischer ist, so muß die Seiten- 
kanto k und die Höhe /♦ rationales Verhältnis zum 
Kadius r erhalten. Dadurch muß dann auch, da der 
Tnhalt den Selmon-Polygons rational ist, das Volumen V 
der Pyramide rational werden. Daß dann auch der 
Kadius lt der Umkugel, auf deren Oberfläche der 
Umkreis des Sehnen -Polygons und die Spitze der 
Pyramide liegt, rational werden muß, folgt daraus, 
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daß sieb R durch r, sin/x, cos/x rational ausdrücken 
läßt. Denn man hat: 



(1) k= ; A = r .tg/i; 

COS/i ^ 

ifc 2 r r 

(2) Ä = — = 



2 h 2 sin /i cos fi sin 2/*' 

Man hat also nur dafür zu sorgen, daß die 
Basis der Pyramide ein heronisches Polygon (§ 2, § 7, 
§8) ist, und daß der Winkel ju ein heronischer ist, 
um zu erreichen, daß bei der zugehörigen Pyramide 
alle Kanten, das Volumen und auch der Radius R 
der Umkugel rational werden. Im Anschluß an § 2, 
§ 7, § 8 und die obigen Formeln (1) und (2) kann 
man natürlich die Seitenkante Je , das Volumen V und 
den Radius R durch die ganzen Zahlen w, n, p 9 q 

usw. sowie v und w ausdrücken, wo — die Konsti- 

v 

tuente des heronischen Winkels [i ist Dadurch wür- 
den wir für k, V, R rationale Zahlen erhalten, sobald 
wir nur für m, n, p, q, ..., v, w ganze Zahlen 
einsetzen. Der Kürze wegen, wollen wir jedoch nur 
aus § 2, § 7, § 8 einige Beispiele herausnehmen und 
diese mit je einem beliebig gewählten heronischen 
Winkel fi gemäß den Formeln (1) und (2) verbin- 
den. Aus den dann resultierenden rationalen Zahlen 
können dann ja immer durch Multiplikation mit dem 
Generalnenner ganze Zahlen gefolgert werden: 
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1. Bei dem ersten Beispiel der Liste aller hero- 
nischen Dreiecke in § 2, wo 

a = 13, 5=15, c=14, «7=84 
war, wählen wir [i als den heronischen Winkel, dessen 

OK "70 

Kosinus — - und dessen Sinus — ist. Dann erhalten 
97 97 

65 
wir, da r = — zu setzen ist> weil a = 13 , b = 15 , 

o 

o = 14 war: 

65-97 97 k 65- 72 Q 
h ~!T7G5--S> h - 8-65 

65-97-97 97 2 



8-2-72-65 1152' 

J - h 84-9 
F=^— = ^r— = 252. 



Sollen nun die sechs Kanten der Pyramide so- 
wie das Volumen ganzzahlig werden, so hat man, 
ttMulUS diesen Resultaten, zu setzen: 

a-104, 6 = 120, c=112, 
k -97, F= 129024, 

wo a, b t c die Grundkanten, k die Seitenkante der 
Pyramido, V ihr Volumen ist 

2. In Beispiel 13 der Liste in § 2 war a= 85, 

fc- 105, c~7«, J*=3192, so daß r = ^ zu 

o 

iwUtm Int, Uoaellt man hierzu den heronischen Win- 
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kel /*, dessen Sinus — — und dessen Kosinus 



157 157 

ist, so erhält man: 

425 * 157 _ 785 425 > 132 _ 165 

~~" 8 • 85 ~ ~8~ ' "~ 8 • 85 ~" 2 ' 

425 • 157 2 157 2 • 5 

R = 



8 • 2 • 132 • 85 16 • 132 ' 

^ 3192 • 165 or7PTO/ , 
F= 2 3 = 87780 . 

Hiernach ist in einer dreikantigen Pyramide mit 
den Grundkanten 680, 840, 608 und der Seitenkante 
785 das Volumen gleich 44943360. 

3. In Beispiel (7) der Liste der heronischen 
Sehnen -Vierecke in § 7 war (^ = 85, 02 = 50, 
ög = 102, a 4 = 45, also der Radius r des Um- 
kreises — — . Wir verbinden diese Resultate mit 

cosu = — — . sinu = — — . Dann erhalten wir: 
n 457 n 457 

__ 425 - 457 457 _ 425 ■ 168 ___ # 

8-425 8 ' 8-425 

_ 425 - 457 2 457 2 

R = 



8 - 2 - 168 - 425 16 - 168 ' 

^ 4368 - 21 n ^ Bnn 
V= = 30576 . 



Wenn also die vier Grundkanten einer vierkan- 
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tigen Pyramide 680, 400, 816, 360 und die vier 
Seitenkanten 457 sind, so ist das Volumen gleich 
15654912. 

4. Das in § 8 gegebene Beispiel für das allgemeine 
heronische Sehnen-Fünfeck verbinden wir mit dem 

221 
heronischen Winkel, dessen Kosinus -^-r und dessen 

fiO 
Sinus -jr— ist. Dadurch erhalten wir: 

o x = 3315 , 02 = 2125 , o, = 2600 , 
o 4 = 1547 , og = 5365 , 

_ 5525 h _ 5525 - 229 _ 25 - 229 

r = ~~2 - ' 2 • 221 2 

. 5525 • 60 „ CA 

h = = 750 , 

2 • 221 

5525 * 229 2 5 - 229 2 

"" 2 • 2 • 221 • 60 "" 48 ' 

F „ 18862972 . 750 _ 



Wenn also die fünf Grundkanten einer fünfkan- 
tigen Pyramide den fünf Zahlen 6630, 4250, 5200, 
3094, 10730 und die fünf Seitenkanten der Zahl 
5625 gleichgesetzt werden, so ist das Volumen gleich 

26725'944000 . 

5. In dem ersten von den beiden am Schluß 
von § 8 als Beispiele erwähnten Sehnen-Sechsecken 
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waren dreimal je zwei Gegenseiten einander gleich 

und waren gleich den Zahlen 39, 25, 33 gesetzt. 

Für den Inhalt ergab sich 2688, und für r ergibt 

65 
sich — . Diese Resultate verknüpfen wir mit: 



72 65 



und erhalten: 

7 65 -97 97 . 65 • 72 00 

2-65 2 ' 2-65 

_ 65 • 97 2 972 

~~ 2 • 2 • 72 • 65 "" 288 ' 

2688 • 36 
F== _uo — ^ = 32256. 

3 

Wenn man also bei einer sechskantigen geraden 

Pyramide die sechs Grundkanten der Reihe nach 

gleich : 

78, 50, 66, 78, 50, 66 

setzt, und alle sechs Seitenkanten gleich 97 setzt, 
so ergibt sich das Volumen auch ganzzahlig gleich: 

258048 . 

§. 12. Quadratische Pyramiden, deren acht 
Kanten nnd deren Tolnmen ganzzahlig sind. 

Wenn a die Seite des Quadrats bezeichnet, das 
die Basis einer geraden Pyramide mit der Höhe h 
ist, so ist das Volumen V: 

Schubert, Auslese aus meiner Unterrichtspraxis. IL 7 
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V = £ • a 2 • h — £ • a 2 • p 2 — £a 2 , 

wo & die Seitenkante ist. Wenn nun in 

b 2 __ &2 = ± . a 2 

a, b, h ganzzahlig sein sollen, muß a gerade, also a 2 
durch Vier teilbar sein, demnach b 2 — h 2 gerade. 
Wenn daher bei b und a, und deshalb auch bei h, 
gemeinsame Teiler ausgeschlossen werden, so müssen b 
und h beide ungerade sein, indem: 

^•'-^-Ht)' — (t)* 

b-h 



ist, wo 



2 

b + h 



a 



— ganze Zahlen sind, die 



2 ' 2 ' 
ohne gemeinsamen Teiler sein müssen. Da das Pro- 

b+h , 6 — fc 



dukt der beiden ganzen Zahlen 



und 



2 2 

gleich dem Doppelten einer Quadratzahl (— ) sein 

soll, so muß eine der beiden ganzen Zahlen eine 
Quadratzahl v 2 sein, die andere gleich dem Dop- 
pelten einer Quadratzahl, also gleich 2 m? 2 . Es sind 
daher zwei Fälle zu unterscheiden, indem 

b = v 2 +2w 2 
h = v 2 —2w 2 



entweder 



rr 16 v 2 w 2 , 9 rt a 
F= (v 2 — 2 m; 2 ) 
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b = 2 v 2 + w 2 
h=2v 2 — w 2 
oder 1 a = Avw 



_ 16v 2 w 2 , 

F= — (2 v 2 — w 2 ) 



zu setzen ist. Damit a und b ohne gemeinsamen Teiler 
werden, muß im ersten Fall v , im zweiten w ungerade 
sein. Damit nun auch V ganzzahlig werde, muß v 
oder w durch Drei teilbar sein. Denn wären v und w 
beide nicht durch Drei teilbar, sondern von der Form 
3w + l, würde v 2 — 2 w 2 im ersten Fall von der 
Form 3m-l, im zweiten Fall von der Form 
3w + l, so daß V ein Bruch mit dem Nenner Drei 
würde. Damit also die vier Grundkanten a , die vier 
Seitenkanten b und das Volumen V positiv-ganzzahlig 
und ohne gemeinsamen Teiler werden, muß man bei 
der Wahl der ganzen Zahlen v und w die folgenden 
Bedingungen erfüllen: 

1. Im ersten Fall muß v ungerade sein und größer 

als w/2; im zweiten Fall muß w ungerade 
sein und kleiner als v/2; 

2. v und w müssen einander teilerfremd sein; 

3. Eine der beiden Zahlen v und w muß durch 

Drei teilbar sein. 

Wenn man bei der Wahl von v und w diese 
Bedingungen erfüllt, gelangt man bei planmäßigem 

7* 
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Liste der quadratischen Pyramiden, deren acht 
Kanten und deren Volumen ganzzahlig sind. 





V 


w 


b 


h 


a 


V 


1) 


3 


1 


11 


7 


12 


336 


2) 


3 


1 


19 


17 


12 


816 


3) 


3 


2 


17 


1 


24 


192 


4) 


4 


3 


41 


23 


48 


17664 


5) 


5 


3 


43 


7 


60 


8400 


6) 


5 


3 


59 


41 


60 


49200 


7) 


6 


1 


73 


71 


24 


13632 


8) 


6 


5 


97 


47 


120 


225600 


9) 


6 


7 


121 


23 


168 


216384 


10) 


7 


3 


67 


31 


84 


72912 


11) 


7 


3 


107 


89 


84 


209328 


12) 


8 


3 


137 


119 


96 


365568 


13) 


8 


9 


209 


47 


288 


1299456 


14) 


9 


1 


83 


79 


36 


34128 


15) 


9 


1 


163 


161 


36 


69552 


16) 


9 


2 


89 


73 


72 


126144 


17) 


9 


4 


113 


49 


144 


338688 


18) 


9 


5 


131 


31 


180 


334800 


19) 


9 


5 


187 


137 


180 


1479600 


20) 


10 


3 


209 


191 


120 


916800 


21) 


10 


9 


281 


119 


360 


5140800 


• • 


• • 


• • 


• • 


• • 


• • 


• • 
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• 

Fortschreiten von kleineren Werten von v zu größe- 
ren, zu allen denkbaren Lösungen des Problems, 
die acht Kanten und das Volumen einer quadrati- 
schen Pyramide durch ganze Zahlen darzustellen. Alle 
Lösungen, die sich ergeben, wenn v nicht größer als 
Zehn ist, sind in der folgenden Liste angegeben. 
Wenn aus einem und demselben Paare von ganzen 
Zahlen zwei Lösungen resultieren, die eine nach dem 
ersten Fall, die andere nach dem zweiten Fall, so 
sind auch beide Lösungen in die Liste aufgenommen. 

§ 13. Gerade Pyramiden mit einem regelmäßigen 

Sechseck als Basis, mit zwölf ganzzahligen 

Kanten und mit ganzzahligem Yolumen. 

Ist a die Seite eines regelmäßigen Sechsecks, so 

ist dessen Inhalt fa 2 ]/3. Demnach ist, wenn h seine 
Höhe bezeichnet, sein Volumen: 

V=±a 2 hfS, 
oder, wenn b die Seitenkante bezeichnet, 



V=±a*y3(b* — a*). 

Damit V rational werde, muß b 2 — a 2 das Drei- 
fache einer Quadratzahl sein. Deshalb setzen wir: 

b 2 — a 2 — 3 d 2 . 

Wäre nun d ungerade, so könnten b und a weder 
zugleich gerade noch zugleich ungerade sein. Wäre 
b die ungerade, a die gerade Zahl, so ließe b 2 — a 2 
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bei der Division durch Vier den Best Eins, während 

das ihm gleiche 3 d? bei der Division durch Vier den 

Rest dreimaleins, also Drei lassen müßte. Also bleibt 

nur übrig, daß b gerade, a ungerade wäre. Dann 

würde 

F=£a*.3.d 

die Hälfte einer ungeraden Zahl, also zwar ratio- 
nal, aber nicht ganzzahlig. Damit also a, b 9 V 
ganzzahlig werden, darf d keine ungerade Zahl sein. 
Folglich ist jede Seite der Gleichung 

&* - a* = 3 • d* 

durch Vier teilbar, woraus wir, da a und b ohne 
gemeinsamen Teiler, also auch nicht beide gerade 
werden sollen, schließen können, daß in 

b -f- a b — a 



-(4) 



das Produkt zweier ganzer Zahlen gleich dem Drei- 
fachen einer Quadratzahl gesetzt ist. Hieraus folgt, 
daß von den beiden Zahlen 



b + a b — o 
— - — und 

2 2 



da sie keinen genieinsamen Teiler haben sollen, die 
eine eine Quadratzahl, die andere das Dreifache einer 
Quadratzahl sein muß. Aus 

b + a 6 — a 

— — = t>* und — — = 3 u>» 
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folgt aber: 

b = v 2 + Sw 2 ; a = v 2 — 3 w 2 . 

Ebenso folgt aus: 

b -\- a ^ _ b — a 

— - — = 3 v 2 und — - — = w 2 , 

daß 

b = Sv 2 + w 2 ; a = 3v 2 — w 2 

sein muß. Dadurch erhalten wir für V: 

entweder : V = 3 (v 2 — 3 w 2 ) 2 v w , 

oder: V = 3 (3 v 2 — t^; 2 ) 2 v w . 

Setzt man nun für v und w beliebige ganze Zahlen, 
so erhält man auch für a, b, V ganze Zahlen. Um 
zu verhindern, daß dabei a und b einen gemeinsamen 
Teiler bekommen, haben wir bei der Wahl von v 
und w dafür zu sorgen, daß die eine dieser beiden 
Zahlen gerade, die andere ungerade ist, und auch 
dafür, daß im ersten Falle v, im zweiten w nicht 
durch Drei teilbar ist. Damit a nicht negativ werde, 
muß im ersten Falle v>w^3 sein, im zweiten Falle 
w<Cv^/3. Beachtet man diese Vorschriften, so ge- 
langt man immer für a , b , V zu ganzzahligen Werten, 
bei denen a und b ohne gemeinsamen Teiler sind, 
und zwar muß man beim methodischen Aufwärts- 
gehen von kleinen Zahlen für v und w zu größeren, 
auch zu allen derartigen Lösungen unseres Problems 
gelangen. Wie die ganzzahligen Werte für a, b, V 
sich durch die obigen Formeln aus v und w ergeben, 
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zeigt für die kleinsten Werte von v und w die fol- 
gende Tabelle: 

Tabelle der geraden Pyramiden, deren Basis 
ein regelmäßiges Sechseck ist und deren zwölf 
Kanten und deren Volumen ganzzahlig sind. 





V 


w 


b 


a 


V 


1) 


2 


1 


7 


1 


6 


2) 


2 


1 


13 


11 


726 


3) 


3 


2 


31 


23 


9522 


4) 


3 


4 


43 


11 


4356 


5) 


4 


1 


19 


13 


2028 


6) 


4 


1 


49 


47 


26508 


7) 


4 


5 


73 


23 


31740 


8) 


5 


2 


37 


13 


5070 


9) 


5 


2 


79 


71 


151230 


10) 


5 


4 


91 


59 


208860 


11) 


5 


8 


139 


11 


14520 


12) 


6 


1 


109 


107 


206082 


13) 


6 


5 


133 


83 


620010 


14) 


6 


7 


157 


59 


438606 


• • 


• • 


• • 


■ • 


• • 


• • 



IL Abschnitt. 

Kettenbrüche und Zahlentheorie. 

§ l. Einleitendes. 

Legendre und viele spätere Mathematiker haben 
elementarere zahlentheoretische Wahrheiten aus Ketten- 
bruchentwickelungen abgeleitet. Wenn der Verfasser 
in dieser Auslese aus seiner Unterrichts- und Vor- 
lesungspraxis gleichfalls die Kettenbruchtheorie als 
Quelle der elementaren Zahlentheorie darstellt, so ge- 
schieht es, weil er glaubt, dadurch manche Ableitungen 
viel einfacher und übersichtlicher gestaltet zu haben, 
als es bei den Vorlesungen über Zahlentheorie üblich 
ist. Die Unterscheidung der echten und der un- 
echten symmetrischen Kettenbrüche eröffnete ihm einen 
sehr kurzen Weg, um die eigentümliche Beschaffen- 
heit des Kettenbruchs zu erkennen, der gleich }^D 
ist. Dabei ist D nicht als ganze Zahl, sondern all- 
gemeiner als rationale Zahl aufgefaßt. Die Identität 
D — g 2 = p n+ i :q n , wo g die größte in /D steckende 
ganze Zahl ist, und wo p n+ i der Zähler des letzten 
Näherungswerts, q n der Nenner des vorletzten Nähe- 
rungswerts der zu /I) — g gehörigen Kettenbruch- 
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periode ist, erscheint dann als Quelle der Lösung 
der Pellschen Gleichung t 2 — D • u 2 = +1 , wo D 
rational ist. Auch bei der verallgemeinerten Pell- 
schen Gleichung t 2 — D • u 2 = +c ist nur voraus- 
gesetzt, daß D Quotient ganzer Zahlen ist, wodurch 
dann auch die Lösung der Gleichung ax 2 — by 2 = ±c 
berücksichtigt werden konnte. Wie bei Legendre 
liefert die Kettenbruchentwicklung von ]/D, wo D 
ganzzahlig ist, auch das Mittel dar, um methodisch 
das Zahlenpaar zu finden, dessen Quadratsumme gleich 
D ist. Durch dieses Zahlenpaar läßt sich dann, ver- 
möge einer binomischen Entwicklung, das Zahlenpaar 
x , y ausdrücken, welches die Gleichung x 2 -f- y 2 = D 1 * 
löst, falls x und y keinen gemeinsamen Teiler haben 
sollen. 

So glaubt der Verfasser, durch diesen Abschnitt 
auch jüngeren Dozenten der Zahlentheorie manche 
Winke gegeben zu haben, durch deren Beachtung 
sie ihre Zuhörer leichter und schneller in die Zahlen- 
theorie einführen, als wenn sie nur die Klassiker im 
Gebiete der Zahlentheorie ihren einführenden Vor- 
lesungen zugrunde legen. 

§ 2. Die drei grundlegenden Formeln der 

Kettenbruchtheorie. 

Ein Kettenbruch entsteht durch die Darstellung 
eines positiven rationalen oder irrationalen Zahlen- 
wertes in der Form: 
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a n + 



Die positiven ganzen Zahlen a^, a%, Og , . . . 
heißen die Partialnenner des Kettenbruchs. Die 
den Kettenbruch beginnende ganze Zahl g ist Null 
oder positiv. Ist sie Null, so heißt der Kettenbruch 
echt, ist sie größer als Null, so heißt der Ketten- 
bruch unecht. Wenn es einen letzten Partialnenner 
gibt, der Kettenbruch also geschlossen ist, so stellt 
er eine rationale Zahl dar, die man berechnen kann, 
entweder auf gewöhnliche Weise, indem man mit den 
letzten Partialnennern beginnt, oder mit Hilfe der 
hier folgenden Formel, indem man mit den ersten 
Partialnennern beginnt. Wenn es keinen letzten Par- 
tialnenner gibt, sondern ohne Aufhören immer noch 
weitere Partialnenner folgen, so kann der Ketten- 
bruch keine rationale Zahl darstellen, indem die Ver- 
wandlung einer rationalen Zahl in einen Kettenbruch 
deshalb zu einem geschlossenen Kettenbruch führen 
muß, weil bei dem wiederholt anzuwendenden Divi- 
sions verfahren immer der Rest kleiner als der Divisor 
ist und dadurch die Beste immer kleiner werden, bis 
schließlich der Rest Null erscheinen muß und daher 
der zugehörige Quotient der letzte Partialnenner 
sein muß. 
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Die rationale Zahl, die gleich dem Kettenbruch 
ist, der, mit g beginnend, bis zum i ten Partialnenner a,- 
fortgeführt ist, nennt man den iten Näherungs- 
wert des vorliegenden Kettenbruchs. Den Zähler 
bzw. Nenner des iten Näherungswertes bezeichnen 

wir mit 

Pi bzw. q { , 

so daß der tte Näherungswert — heißt. Der Kürze 

wegen stellen wir einen Kettenbruch, dessen ganze 
Zahl g heißt, und dessen Partialnenner 

^i > ^a > °s > • • • 
heißen, häufig nicht in der Raum beanspruchenden 
Form dar, wie oben, sondern so: 

{9 > «i , <h > «3 » • • •) 

Für den ersten Näherungswert — ergibt sich 

(g, dj) oder: 

Pi I 1 = gi^+l 

q x <h <h 

Da a x mit 04 g + 1 keinen gemeinsamen Teiler 
haben kann, so folgt hieraus: 

Pi mm *i'9+1 ^d 9i = <h • 

— muß sich nun aus — ergeben, indem man o, durch 
1t Qi ^ 

<u 4- ersetzt. So erhalten wir: 
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P2 = V <V «2 

* 2 a * + T *>- + TT 

A + TT „ „ . „ 



2i -r — 

Indem man weiter (% durch Og -| ersetzt, muß 

— erscheinen. Also: 






(«2 + —)Pi + 9 («t A + 9) +^r 

\ <h' _ H 

L +-J-U + 1 (%fc + l) + £ 



Da nun die in Klammer gesetzten Ausdrücke 
gleich p 2 bzw. q 2 werden, so erhalten wir, wenn wir 
Zähler und Nenner mit a% multiplizieren: 

ft == a sP2 +Pi 

% a S^2+ ( ll ' 

Ebenso finden wir: 

?4 «4 % + ft 
und erkennen, daß für jede beliebige Zahl i sein muß: 

Vi Oi'Pi-l+Pi-2 



1) 



Qi Oi*qi-i + ft-j 
Man erkennt nun, daß bei den so entstehenden 
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Quotienten dauernd Dividendus und Divisor ohne ge- 
meinsamen Teiler bleiben müssen. Denn teilerfremd 
müssen sein, wie nacheinander aus dem Bildungs- 
gesetz der Quotienten folgt, p 1 und q t , p 2 und q^ , 
ferner p 8 und q s usw. Demnach stecken in Glei- 
chung 1) zwei Gleichungen, nämlich: 

l\ f Pi = a>i *Pi- i + V%- 2 

\ und q t = a, • g f _ t + g,_ 2 - 
Das wichtige Formelpaar 1) gestattet nun, nicht 
allein die Näherungswerte eines geschlossenen oder 
ungeschlossenen Kettenbruchs nacheinander zu be- 
rechnen, sondern auch den Zahlenwert zu berechnen, 
den ein geschlossener Kettenbruch darstellt, da dieser 
mit dem letzten Näherungswert identisch ist. Das 
folgende Beispiel erläutert dies. 

Zunächst entwickeln wir den gegebenen rationalen 

230 
Zahlenwert — - in einen Kettenbruch, und zwar am 

übersichtlichsten in folgender Weise: 

99|230 = 2 
198 

32|99 = 3 
96 

3|32 = 10 
30 

2|3 = 1 

1|2 = 2 
2^ 
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Nun berechnen wir von dem soeben gefundenen 
Kettenbruch: 

die Näherungswerte, und zwar nach dem Formel- 
paar 1), indem wir L = I als nullten Näherung 
wert betrachten. Wir gehen also aus von 

i>o = 2 > ?o = 1 > JPi = 7, (?! = 3: 

ft _ <*3 -Pi + Po 10 > 7 + 2 ^ 72 
9s <V9i + 9o 10-3 + 1 31' 

Ps = : «fr -ft + ft = 1 • 72 + 7 _ 79 
? 3 «b-9s + 9i 1-31 + 3 34' 

JPi ^ <*4 -ffs + ft 2 » 79 + 72 __ 230 

ft "~ a 4 ' 9s + 9 2 "" 2 * 34 + 31 "" 99 

Wir haben also die rationale Zahl, von der wir 
ausgingen, wieder erhalten und dadurch eine Bestäti- 
gung der Berechnung erhalten. 

Bei dem eben vorgeführten Beispiel haben wir ^- 

als nullten Näherungswert betrachtet. In der Tat 
kann 1) schon von t = 2 an angewandt werden, 
wenn man p = g, q = 1 setzt, wie aus dem oben 
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t) 
für — angegebenen Ausdruck hervorgeht. Natürlich 

gilt Formel 1) auch für echte Kettenbrüche. Bei- 
spielsweise entwickeln wir noch den echten Bruch 

— — in einen echten Kettenbruch: 
503 

145|503 = 3 
435 



68|145 = 2 
136 



9|68 =7 
63 

~5|9= 1 

T|5 = 1 
4^ 

T|4=4 
4 

O" 

Demnach erhält man: 

145 



= (0, 3, 2, 7, 1, 1, 4), 



503 

wo durch die Schreibung für g verdeutlicht ist, daß 

145 

— — einen echten Kettenbruch ergibt. Umgekehrt er- 
hält man nun nach Formel 1) als nullten bis sechsten 
Näherungswert: 

ü ! — 15 II J*fL M5. 
T' 3"' T' 52' 59' TTT' 5Ö3" 
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Man bemerke, daß jeder echte Kettenbruch der 
reziproke Wert desjenigen unechten Kettenbruchs ist, 
dessen ganze Zahl g gleich dem ersten Partialnenner 
des echten Kettenbruchs ist, und dessen i ter Partial- 
nenner gleich dem (i -f- 1) ten Partialnenner des echten 
Kettenbruchs sind, und ferner, daß die Näherungs- 
werte des echten Kettenbruchs die reziproken Werte 
der Näherungswerte des so zugehörigen unechten 
Kettenbruchs sind. 

Eine zweite wichtige Formel erhalten wir aus der 
ersten, wenn wir zwei aufeinanderfolgende Näherungs- 
werte betrachten. Es ist: 

Pi ' % — Vi 'Po = K '9 + 1) • 1 — <h '9 =- +1 

ft • 9i — % 'Pi = («2 'Pi +Po)9i —(<h-9i + 9o)Pi 

= <ii-Po—Pi-%= — 1 

weil rechts das Negative des Resultats der vorigen 
Zeile entstand; und allgemein: 

Pn'gn-l — qn'Pn-l 
= (ün'Pn-1 +Pn-2)*qn-l — (o»'£n-l + Qn-2) 'Pn-l 
= q n -l 'Pn-2 —Pn-l ' 2n-2 > 

so daß also jede solche Differenz wie 

Pi-qi-i — qi-Pi-i 

das Negative der Differenz ergibt, die aus ihr her- 
vorgeht, wenn man jeden Index um 1 verkleinert. 
Da sich nun oben für i = 1 als Resultat -f- 1 , für 
i = 2 als Resultat — 1 ergab, so muß jede solche 

Schubert, Auslese aus meiner Unterrichtspraxis. IL 8 
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Differenz +1 oder —1 ergeben, und zwar +1 für 
ungerade i, — 1 für gerade i. Da nun (— l) w gleich 
+ 1 oder gleich — 1 ist, je nachdem n gerade oder 
ungerade ist, so lautet das Resultat unserer Unter- 
suchung: 

2 ) Pi ' ft-i — QfPt-i = — (— !)•' • 

Beispielsweise ergeben je zwei aufeinanderfolgende 
Näherungswerte des obigen ersten Beispiels: 

Pi'% — «i 'Po = 7-1 — 3-2 

ft - £i — ft 'P\ = 72 ' 3 — 31 • 7 

= -(-l)* = -l; 

i>s • ft — % -P2 = 79-31 — 34-72 

= -(-l)B = +l; 

jp 4 • q s — ? 4 • p s = 230 -34 — 99-79 

= -(-1)4^-1. 

Endlich ist für die Zwecke der Zahlentheorie noch 
eine dritte Formel der Kettenbruchtheorie von Nutzen, 
die als Verallgemeinerung der ersten betrachtet wer- 
den kann, und aus ihr hervorgeht, durch die Über- 
legung, daß aus dem *ten Näherungswert der Ite ent- 
stehen muß, wenn man a, ersetzt durch 

a < + r-M 1 1 

a «+2 i — 



1 
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oder bei der schon oben eingeführten kurzen Schrei- 
bung durch: 

(#»•> a,-+i, ßi+2, ... ßj) • 

Wir erhalten also, an Stelle von 1) die allgemeinere 
Formel: 

ox Pi _ (<*> <**+! > a *+2 > • - • > ai) 'Pi-l +Pi-2 
Qi («rff %+i , ö«+2, • • • , «/) • Qi-i + qi-2 

eine Formel, die aus denselben Gründen wie bei 1) 
in zwei Formeln zerfällt, indem sowohl die Zähler 
wie auch die Nenner einander gleich gesetzt werden 

dürfen. 

230 
Als Beispiel für 3) diene der oben für — — ent- 

«7 «7 

wickelte Kettenbruch, indem i = 2 , l = 4 ist. Dann 
kommt aus 3): 

230 (1, 2) - 72 + 7 _ (1 +■§■). 72 + 7 
99 ~~ (1 , 2) • 31 + 3 ~ (1 + |) • 31 + 3 
_ 3 « 72 + 2 - 7 230 
"3-31 + 2.3 ~~99~* 



§ 3. Losung der Kongruenzen ersten Grades 

durch Kettenbrüche. 

Wenn man eine beliebige Zahl a durch die Prim- 
zahl p dividiert, und wenn a nicht durch p teilbar 
ist, so können nur folgende Zahlen Rest bleiben: 

1, 2, 3, 4, 5, . . . , p — 1. 

8* 
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Diese heißen die „kleinsten Beste" der Teilung 

durch p oder, wie man gewöhnlich sagt, „modulo p", 

abgekürzt: 

„mod p". 

Zwei beliebige Zahlen a und b heißen mod p ein- 
ander kongruent, wenn sie beide durch p teilbar 
sind, oder bei der Teilung durch p denselben kleinsten 
Kest lassen. Das Zeichen der Kongruenz ist „=". 

Z. B.: 

54 = 71 (mod 17), 

da 54 und 71 bei der Division durch 17 den Best 3 
lassen. Wenn a = 6(mod^) ist, so ist dies gleich- 
bedeutend damit, daß a — b durch p teilbar ist. Aus den 
elementarsten Sätzen der Arithmetik geht hervor, daß 
durch Addition und Subtraktion zweier Kongruenzen 
modjt? wieder eine richtige Kongruenz folgt, ferner, daß 
eine richtige Kongruenz entsteht, wenn man die beiden 
Seiten einer Kongruenz mit derselben Zahl multipli- 
ziert, oder, falls die Divisionen aufgehen, durch die- 
selbe Zahl dividiert. Z. B. folgt aus: 

54 = 71 (mod 17), 
durch Addition mit 9 = 26 (mod 17): 

63 = 97 (mod 17), 
durch Subtraktion derselben Kongruenz: 

45 = 45 (mod 17), 
durch Multiplikation mit Zwei: 

108= 142 (mod 17), 
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endlich dadurch, daß man 

54 = 105(modl7) 
durch Drei dividiert: 

18 = 35 (mod 17). 

Natürlich dürfen auch die linken Seiten und die 
rechten Seiten zweier Kongruenzen multipliziert wer- 
den, ohne daß die Kichtigkeit gestört wird. Hieraus 
folgt aber, daß aus jeder richtigen Kongruenz wieder 
eine richtige Kongruenz folgt, wenn man ihre beiden 
Seiten mit demselben Exponenten potenziert. Beispiels- 
weise kann durch wiederholte Anwendung dieses Satzes 
leicht bestimmt werden, welchen kleinsten Best die 
nte Potenz von a mod je? läßt, wo n beliebig groß 
ist. Um z. B. festzustellen, welchen kleinsten Best 
die 16. Potenz von 10 bei der Division durch 17 
läßt, verfährt man so: 

10 2 = 15, 10* eee 225 = 4, 10 8 = 4 2 = 16, 

10 16 = 16 2 = 256e=+1 . 

Auch negative Zahlen läßt man als kleinste Beste 
zu. Man nennt — a = b (mod p), wenn a -f b durch p 
teilbar ist. Die negativen Beste kürzen häufig die 
Berechnungen ab. Z. B. würde die soeben ausgeführte 
Berechnung bei Zulassung negativer Beste so lauten: 

10 2 = — 2, 10 4 = (-2) 2 = 4, 

10 8 = 4 2 e=16 = -1, 10 16 = (-1) 2 = +1, 

wo wiederum immer „mod 17" zu ergänzen ist. Die 
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positiven kleinsten Reste die größer als — - — sind, 

pflegt man in negative zu verwandeln, um absolut 
kleinere Zahlen zu erzielen. So entstehen die „ab- 
solut kleinsten Reste". Dieselben lauten z. B. 
modl7: 

1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, -8, -7, -6, 
— 5, —4, —3, —2, —1 . 

Wenn in 

ax=ib (mod^?) 

a und b bekannt, x aber unbekannt sind, so nennt 
man ax = b eine Kongruenz ersten Grades. 
Wir wollen hier nur diejenigen Kongruenzen ersten 
Grades behandeln, bei denen der immer hinzuzuden- 
kende Modulus eine Primzahl p ist. Die Lösung der 
Kongruenzen ersten Grades kann durch Kettenbruch- 
entwicklung bewerkstelligt werden, und zwar durch 
die in § 2 abgeleitete Formel 2). Wenn nämlich zu- 
nächst b — +1 ist, so bedeutet doch: 

a x == 4; 1 (mod ;;) 
dasselbe wie: 

ax — py = +1 , 

wo y irgend eine ganze Zahl ist. Man hat also nur 

— oder — in einen Kettenbruch zu verwandeln und 
p a 

den vorletzten Näherungswert zu nehmen. Ist der- 
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y & 

selbe — oder — , so muß ax — py = +l sein, so 
x y 

daß x auf solche Weise bestimmbar ist. Wenn z. B. 

5a= +1 (modl7) 

17 
zu lösen ist, verwandelt man — in den Kettenbruch 

5 7 

(3, 2, 2), findet als vorletzten Näherungswert — , 

woraus man erkennt, daß x = 7 ist. In der Tat ist: 

5-7 = +1 (modl7). 
Wäre 5x = — 1 (mod 17) zu lösen gewesen, so 

hätte man aus dem gefundenen Näherungswert -^ 

schließen müssen, daß x = — 7 ist, wofür nach den 
obigen Erörterungen über Kongruenzen auch x = +10 
geschrieben werden darf. 

Soeben war in a# = &(mod^) die gegebene 
Zahl p gleich +1 vorausgesetzt. Auf diesen Fall 
läßt sich aber der allgemeine Fall, wo b eine beliebige 
positive oder negative Zahl ist, zurückführen. Man 
hat nur die Kongruenz, wo rechts +1 steht, mit -\-b 
zu multiplizieren, und b • x auf den kleinsten Rest 
modjp zu bringen. So läßt sich auf die oben bewerk- 
stelligte Lösung der Kongruenz 

5x = +l(modl7) 

durch x = 7 die Lösung von: 

5z = +8(modl7) 
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zurückführen, indem man 

5.7 = +l (modl7) 

mit + 8 multipliziert. Man erhält: 

5-56 = +8 (mod 17) 
oder: 

5 • (3 • 17 + 5) = +8 (mod 17) . 

Demnach ist x = 5 die Lösung der Kongruenz: 

5s = +8 (mod 17). 

Die Lösung der Kongruenzen ersten Grades mögen 
die folgenden weiteren Beispiele verdeutlichen: 

1) Es sei mod 53 die Kongruenz 

19z= 12 

53 
zu lösen. Man hat — - in einen Kettenbruch zu ent- 

19 

wickeln, findet (2 , 1 , 3 , 1 , 3) und dadurch als 

14 
vorletzten Näherungswert — , woraus folgt, daß x = 14 

die Kongruenz 

19» = +1 (mod 53) 

löst. Daraus folgt: 

19.(14- 12) = +12 (mod 53) 
oder: 

19.(3-53 + 9) = +12 (mod 53) 

oder: 

x = 9 löst die Kongruenz 19 sc = 12 (mod 53) . 

2) Um die Kongruenz 

57 x = +30 (mod 211) 
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211 
zu lösen, hat man — — in den Kettenbruch (3, 1, 

57 v 

2 , 2 , 1 , 5) zu entwickeln, durch den vorletzten 

37 
Näherungswert — zu erkennen, daß x = 37 die Kon- 
gruenz 

57aj = — 1 (mod211) 

löst, daraus zu folgern, daß x = 367 • ( — 30) = — 1110 
die Kongruenz 

57a; = +30(mod211) 

löst, woraus folgt, da — 1110 = — 6 • 211 + 156 

ist, daß 

57z = +30(mod211) 

durch x = +156 oder x «= — 55 gelöst wird. 
3) Um die Kongruenz 

356» = — 10(mod65), 

zu lösen, wo der Modulus keine Primzahl ist, aber 
mit dem Koeffizienten 356 von x keinen gemeinsamen 

Teiler hat, kann man ebenso verfahren, indem man 

356 

— — in den Kettenbruch (5, 2, 10, 3) verwandelt, 

115 
als vorletzten Näherungswert — — findet, 21 mit — 10 

multipliziert, und das Produkt — 210 um 4-65 ver- 
mehrt, wodurch man findet, daß x = 50 oder x= — 15 
die vorgelegte Kongruenz erfüllt. 



Man beachte, daß es nicht zwei verschiedene 
Werte x t und x 2 geben kann, welche, für x einge- 
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setzt, die Kongruenz 

ax = b (mod/?) 

erfüllen. Denn aus 0,3^ = b und a x 2 = b würde 

folgen, daß 

a (a^ — x 2 ) = (mod jp) 

wäre, was unmöglich ist, wenn a nicht durch p teil- 
bar ist und wenn x l und x 2 kleinste Reste modp, 
also <Cp und voneinander verschieden sein sollen. 
Wenn man also in a»x f wo a<p ist, für x alle 
Zahlen von 1 bis p — 1 einsetzt, erhält man p — 1 
verschiedene kleinste Beste modjp, also die sämt- 
lichen Zahlen von 1 bis p — 1 , nur vielleicht in an- 
derer Reihenfolge. Wenn z. B. p = 13 ist, so daß 

1, 2, 3, 4,. . . 12 

die kleinsten Beste sind, so erhält man durch Multi- 
plikation mit 4 mod 13 die kleinsten Beste in folgen- 
der Beihenfolge: 
4, 8, 12, 3, 7, 11, 2, 6, 10, 1,5,9. 

Da a»x = x*a ist, so kann es auch nicht sein, 
daß zwei verschiedene Zahlen a und a' mit demselben 
Werte von x multipliziert, zu demselben kleinsten 
Best b führen. 

§ 4. Quadratische Beste und Nichtreste. 
(Wilson, Euler, Fermat) 

Wie bei der in § 3 behandelten Kongruenz ersten 
Grades ax = b (mod p) der Fall, daß a und b größer 
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als p sind, ohne weiteres auf den Fall zurückkam, 
daß a und b kleiner als p sind, indem es ja nur auf 
die kleinsten Reste modp ankam, so auch bei der 
allgemeinen Kongruenz zweiten Grades: 

ax 2 -f bx = c (modp) , 

wo vorausgesetzt werden darf, daß a, b, c kleinste 
Reste von p, also kleiner als p sind. Diese allge- 
meine Kongruenz zweiten Grades läßt sich nun leicht 
auf die reinquadratische Kongruenz 

x 2 = d (modjp) 

zurückführen. Multipliziert man nämlich mit 4a, so 
erhält man: 

(2 ax) 2 + 2 • (2 ax) • b = 4 ae (modp) 
oder: 

(2a x + b) 2 = ±ac + b 2 (modp) , 

wo nun 2 ax + b als Unbekannte zu betrachten ist. 
Wir haben also in erster Linie die Kongruenz x 2 = d 
(modp) zu betrachten. Setzt man hier für x die 
kleinsten Reste modp, also die Zahlen 1, 2, 3,..., 
p — 1 ein, so erhält man nicht, wie bei der Kon- 
gruenz ersten Grades jede der Zahlen 1, 2, 3, ..., 
p — 1 und jede einmal, sondern nur deren Hälfte, 
und jede zweimal. Dies kommt daher, daß 

(p — x) 2 =p 2 — 2px + x 2 = x 2 (modp) 

ist. Wenn man also für x der Reihe nach die natür- 
lichen Zahlen von 1 an einsetzt, so müssen sich, 
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wenn x die Werte von \ (p + 1) bis p — 1 durch- 
läuft, in umgekehrter Reihenfolge dieselben Beste er- 
geben, wie wenn x die Zahlen von 1 bis \(p — 1) 
durchläuft, weil 

p-\{p — *) = ±Cp + «) 

ist. Beispielsweise ergeben sich mod 1 9 nacheinander 
die kleinsten Reste: 

1, 4, 9, 16, 6, 17, 11, 7, 5, 5, 7, 11, 

17, 6, 16, 9, 4, 1, 

so daß nur: 

1, 4, 9, 16, 6, 17, 11, 7, 5 

als Reste erscheinen, die übrigen von den Zahlen von 
1 bis 18, also 

2, 3, 8, 10, 12, 13, 14, 15, 18 

niemals als Reste erscheinen können, so daß die Kon- 
gruenz x l = d (mod p) unmöglich ist, wenn d gleich 
einer dieser letztgenannten Zahlen ist. Man nennt 
deshalb diese Hälfte der Zahlen von 1 bis p — 1 
quadratische Nichtreste, während man die zuerst 
genannte Hälfte der Zahlen von 1 bis p — 1 qua- 
dratische Reste nennt. Da 

oc ~ — (p — <x) (mod|?) 

ist, so kann man auch negative Reste und negative 
Nichtreste einführen und dadurch erreichen, daß keiner 
der quadratischen Reste oder Nichtreste der Prim- 
zahl p größer als \(p— 1) wird. So erhält man die 
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absolut (§ 3) kleinsten quadratischen Beste und Nicht- 
reste der Primzahl p . Z. B. sind für p = 1 9 : 

Beste: 

1, 4, 9, -3, +6, -2, -8, +7, +5; 

Nichtreste: 

2, 3, 8, —9, -7, -6, —5, —4, —1. 

Wir nehmen nun an, daß die Zahl b ein Nicht- 
rest von p sei. Dann gibt es keine Zahl x t die die 
Kongruenz x 2 = ft (modp) erfüllen könnte, also auch 
keine, die die Kongruenz (p — x) 2 = & (modj?) er- 
füllen könnte. Hieraus folgt, daß die Kongruenz ersten 
Grades (§ 3) 

ax = b (modp) , 

die ja nach § 3 bei gegebenem a und & immer durch 
irgend einen Wert von x erfüllbar ist, nicht durch 
x = a oder durch x =p — a erfüllt werden kann. 
Wenn nun b konstant bleibt, und a nacheinander 
alle kleinsten Beste von 1 bis p — 1 durchläuft, so 
kommt für x immer ein anderer von diesen Besten 
heraus, und umgekehrt, wenn man den für x gefun- 
denen Best für a einsetzt, so muß für x dieselbe Zahl 
kommen, die zuerst für a eingesetzt war. Die p — 1 
Beste modp gruppieren sich demnach zu Paaren 
dergestalt, daß jedes Paar die Kongruenz ax = b 
(modp) erfüllt, indem, wenn a die eine Zahl des 
Paares ist, x die andere ist. Solcher Paare sind aber 
\ (p — 1) vorhanden, und da das Produkt der beiden 
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Zahlen eines Paares immer kongruent b modp sein 
muß, so muß das Produkt der p — 1 Zahlen, die alle 
£(p — 1) Paare zusammensetzen, d. h. das Produkt 
aller Zahlen von 1 bis jt? — 1 kongruent &i(^~ 1 > modp 
sein, oder in Formelsprache: 

1) fei(p-i) == i . 2 . 3 • 4 . . . (p — 1) (modp) , 
falls b ein quadratischer Nichtrest von p ist. 

Wenn nun zweitens r ein quadratischer Rest von p 
ist, so muß es eine Zahl q und eine Zahl p — g 
geben, welche, für x gesetzt, die Kongruenz 

x 2 = r (modp) 

erfüllen. Diese beiden Zahlen ergeben, multipliziert: 

Q(P ~" (?) ^PQ — Q 2 = — £ 2 = ~ r (modp) . 

Außerdem sind noch p — 1 — 2 =* p — 3 kleinste 
Reste der Primzahl p vorhanden. Diese gruppieren 
sich nun wieder wie vorher zu Paaren, so daß, wenn a 
die eine Zahl eines Paares, x die andere ist, jedes 
Paar die Kongruenz 

ax = r (modp) 

erfüllen muß. Wenn wir daher q , p — q und die 
zweimal -J- (p — 3) Zahlen aller Paare multiplizieren, 
erhalten wir links wieder das Produkt aller Zahlen 
von 1 bis p — 1 , rechts aber — r mal H<p- 8 ) oder 
— -rK?- 1 ). Also erhalten wir in Formelsprache: 

2) — rKP- 1 ) = 1 . 2 • 3 • 4 . . . (p — 1) (modp) , 

falls r ein quadratischer Rest von p ist. 

Aus den soeben abgeleiteten Formeln 1) und 2) 
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gehen nun die drei wichtigsten Sätze der Zahlen- 
theorie hervor. 

Da nämlich 1 = l 2 quadratischer Eest jeder Prim- 
zahl p und IHp- 1 ) = 1 ist, so folgt aus 2) der 

Satz des Wilson: Wenn p eine Primzahl 
ist, so ist (p — 1)! + 1 durch p teilbar. 

Setzt man dieses Resultat, wonach (p — 1) ! = — 1 
(mo&p) ist, in 1) und 2) ein, so erhält man aus 2), 
nachdem man beiderseits mit — 1 multipliziert hat, 

r KP-i) = _|_i (modp) 
und aus 1): 

&Hp-i)e=— 1 (modp). 

Diese beiden Resultate ergeben das 

Kriterium des Euler: Es ist, wenn p eine 
Primzahl ist, 

afrp-i) =+1 oder = — 1 , 

je nachdem a ein qadratischer Rest oder Nicht- 
rest von p ist. Da nun jede Zahl a nichts anderes 
sein kann, als quadratischer Rest oder Nichtrest, da 
ferner das Quadrat von a*(P _1 ) a?- 1 ergibt, und end- 
lich da (+1)2 = 4-1 und (-1)2 = 4-1 ist, so er- 
gibt sich drittens auch der 

Satz des Fermat: Wenn p eine Primzahl 
ist, so läßt die (p — l)te Potenz jeder Zahl a 
bei der Division durch p den Rest 1 . 
Zu jedem dieser drei Sätze fügen wir noch ein 
Beispiel hinzu. 
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1) Wilson: 7 ist eine Primzahl, 6! = 720, 
720 + 1 = 721 ist durch 7 teilbar. 

2) Euler: In dem obigen Beispiel war 6 qua- 

»—1 
dratischer Rest von p = 19 , -— — = 9 und 6 9 = + 1 

(mod 19), weil 6 2 = -2 (mod 19), 6 4 = (-2) 2 = +4 
(modl9), 6 6 = 24 = +5 (mod 19), also 6 9 -=6 4 -6 5 
= (+4)(+5) = +20 = +l (modl9) ist. Es war 
ferner 3 Nichtrest von 19, und 3 9 = — 1 (mod 19), 
weil 3 4 = 81=+5, 3 5 = 5 • 3 = — 4 , also 
3 9 E= (4-5) (-4) = -20 ist. 

3) Fermat: Gleichviel ob + 3 quadratischer 
Rest oder Nichtrest von 13 ist, immer ist 3 12 = 1 
(mod 13), weil 3 3 = 27 = +1 (mod 13), (3 3 ) 4 =12, 
und (+1)4= 1 ist. 

Nach dem Eul er sehen Kriterium ist mod p: 

r -i". r/'l" =(+!).(+!) a=+1> 

r 2 . b 2 =( + l).(_l)=_l , 
p-1 p-1 

ft T".yT-= (_!).(_!) = +!, 

wo r und / quadratische Reste, b und 1/ quadra- 
tische Nichtreste der Primzahl p sind. Demnach gilt 
der Satz: 

Das Produkt zweier quadratischer Reste 
oder zweier quadratischer Nichtreste ergibt 
mod|> einen quadratischen Rest, während das 



— 129 — 

Produkt eines quadratischen Bestes mit einem 
quadratischen Nichtrest modp einen quadra- 
tischen Nichtrest ergibt. 

Z. B. sind —9 und —7 quadratische Nichtreste 
von 19, ihr Produkt + 63 ist modl9 kongruent 
+ 6, einem quadratischen Beste von 19. 

Aus dem ausgesprochenen Satze folgt sehr leicht 
der folgende allgemeinere Satz: 

Wenn man von den p— 1 kleinsten Besten 
der Primzahl p beliebig viele miteinander 
multipliziert, so stellt das Produkt mod^? 
einen quadratischen Best oder Nichtrest dar, 
je nachdem die Anzahl der zur Multiplikation 
verwandten quadratischen Nichtreste gerade 
oder ungerade war. 

Beispielsweise ist 9 ! ein quadratischer Nichtrest 
von 19, da unter den 9 Zahlen von 1 bis 9, drei 
Nichtreste 2,3,8 vorhanden sind , und drei eine 
ungerade Zahl ist. In der Tat ist 4 ! = 5 , also 
5! = 25 = 6, 6! = 36 = — 2, 7! = -14 = +5, 
8! = +40 = +2, 91 = +18, und +18 ist ein 
Nichtrest der Primzahl 19. 

Vom Euler sehen Kriterium machen wir noch 
die folgende wichtige Anwendung. Wenn p eine 

p — 1 
Primzahl von der Form 4w + 1 ist, so ist — - — = 2n 

p-i 2 

eine gerade Zahl, also (—1) 2 ==+1 . Demnach 
gilt der Satz: 

Schubert, Auslese aus meiner Unterrichtspraxis. IL 9 
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Für jede Primzahl von der Form 4w + 1 
ist — 1 quadratischer Rest. 

Wenn dagegen p eine Primzahl ist, die durch 4 

dividiert den Rest — 1 oder + 3 läßt, also von der 

p — 1 
Form 4w + 3 ist, so ist — - — = 2n + 1 , also eine 

p-i 
ungerade Zahl, demnach (— 1) 2 =—1. Daher 

gilt der Satz: 

Für jede Primzahl von der Form 4w + 3 

ist —1 quadratischer Nichtrest. 

§ 5. Symmetrische Kettenbrüche. 

Wenn man bei einem unechten Kettenbruch die 
Formel 1) des § 2 durch p n -\ dividiert, erhält man: 

Pn n ,Pn-2 

= a« + 



Pn-l Pn-1 

Nun ist aber der zweite Addende rechts der rezi- 
proke Wert von -^— ^ und für -^^ erhält man in 

Pn-2 Pn-2 

derselben Weise: 

= «»»-i H • 

Pn-2 Pn-2 

So kann man fortfahren, bis man erhält: 

Pi n -L l 
Po 9 

wo g die ganze Zahl des unechten Kettenbruchs ist. 



— 131 — 

Hieraus folgt, daß für den unechten Kettenbruch 
{9 i % > <h > • • • a n) sein muß : 

1) — — = (fl^, Ow_i, . . . %, g) . 

Pn-l 
Pn 

Der für entstandene Kettenbruch enthält nun 

Pn-l 

die Reihe der Partialnenner in genau umgekehrter 
Reihenfolge wie der ursprüngliche Kettenbruch, der 

gleich — war, einschließlich der ganzen Zahl g, die 

zum letzten Partialnenner des neuen Kettenbruchs 
wird. Wenn nun der neu entstandene Kettenbruch 
mit dem ursprünglichen völlig identisch wird, indem 

a n == g j #»1 - 1 = #1 > a n - 2 = #2 » • • • > a n - i =T ^t > • • • 

wird, so muß: 

n\ Pn Pn j 

2) — = oder q n = p n . x 

Qn Pn-l 

sein. Man nennt dann den Kettenbruch symmetrisch. 
Wir haben also den Satz erhalten: 

Bei einem unechten symmetrischen Ketten- 
bruch ist q u = Pn-i und umgekehrt, wenn 
q n =p n _ 1 ist, so ist der zugehörige Ketten- 
bruch unecht-symmetrisch. 

Beispielsweise ist (3 , 1 , 2 , 2 , 1 , 3) unecht- 
symmetrisch, sein Wert, oder was dasselbe ist, sein 

137 
letzter Näherungswert ist -77=-, sein vorletzter Nähe- 
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37 
rungswert ist — . Man sieht also, daß qn =* Pu-i 

= 37 ist. 

Wenn zweitens der zugrunde gelegte Kettenbruch 
echt ist, also in der Form: 

(0 , a l9 Og , Og , . . . a n ) 

zu schreiben ist, so benutzen wir den auf die Nenner 
der Näherungswerte bezüglichen zweiten Teil der 
Formel 2) des § 2, indem wir erhalten: 

<2n ,q*-* 

= o w + 



usw. bis: 



qn-l <In-l 

" = «»»-1 + 

Qn-2 9>»-2 



■^=0, +0 , 



Wenn wir nun wieder voraussetzen, daß der echte 
Kettenbruch, von dem wir ausgingen, symmetrisch 
sein soll, indem 

0,1 = % , 0||_i =02, o w _2 = O3 , . • . , o M _,- = o t+ i , . . . 

ist, so muß der neu entstandene Kettenbruch gleich 
dem reziproken Werte des ursprünglichen Ketten- 
bruchs sein, indem: 

(o M , On_i, ... a 1 ) = (a 1 , o 2 , ... a H ) 

= 1 : (0 , Oi , Og , ... a n ) 
ist, oder: 
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3) JfL«i : £» oder p n = qn-i- 

q n -i q n 

Die Formeln 2) und 3) geben nun vereinigt den 
folgenden Satz: 

Bei einem symmetrischen Kettenbruch ist 
entweder q n = p n -i oder p u = q tt -i, je nachdem 
er unecht oder echt ist, und umgekehrt, wenn 
bei einem Kettenbruch q n = p n _ x oder p = q n _ x 
ist, so ist er symmetrisch, im ersten Falle un- 
echt, im zweiten Falle echt. 

Für einen echten symmetrischen Kettenbruch diene 
als Beispiel: 

(0, 3, 5, 1, 5, 3), 

wofür sich die Näherungswerte: 

1_ A — ®L — 
J' 16' 19' HP 352' 

bei denen die Zahl 111 sowohl Zähler des letzten 
als auch Nenner des vorletzten Näherungswertes ist. 
Da bei solchen symmetrischen Kettenbrüchen das 
Wesentliche darin besteht, daß zur Bildung der Sym- 
metrie die voraufgehende ganze Zahl nicht beiträgt, 
sondern vielmehr nur die Partialnenner Symmetrie 
zeigen, so werden wir auch unechte Kettenbrüche 
symmetrisch nennen, wenn 

g beliebig und außerdem a n = % , a M _i = 

ist. Z. B. nennen wir: 

(4, 3, 5, 1, 5, 3) 
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auch einen symmetrischen Kettenbruch, und die in 
dem obigen Satze ausgesprochene Gleichheit zeigt 
sich in den echten Brüchen, die zu 4 addiert, die 
Näherungswerte dieses Kettenbruchs ergeben, nämlich: 

Es liegt nahe, die in dem obigen Satze ausge- 
sprochenen Resultate q n =p u -i bzw. jp n = $W~i mit 
der Formel des § 2: 

Pn*qn-l — qn'Pn-l = —(—1)** 

zu verbinden. Dabei müssen wir unterscheiden, ob n 
gerade oder ungerade ist, d. h. ob der symmetrische 
Kettenbruch eine gerade Anzahl von Partialnennern 
hat, also zwei gleiche Partialnenner die Mitte bilden, 
in welchem Falle wir ihn paarig-symmetrisch 
nennen, oder, ob er eine ungerade Anzahl von Par- 
tialnennern hat, in welchem Falle wir ihn unpaarig- 
symmetrisch nennen. Bei paar ig- symmetrischen 
Kettenbrüchen erhält man durch die Verbindung 
unseres Satzes mit Formel 2) in § 2: 

\ oder ql+1 =p n -qn-i J 

je nachdem der Kettenbruch echt oder unecht war. 
Dagegen erhält man bei unpaarig -symmetrischen 
Kettenbrüchen 

5) { A *-;-*•*-}. 

I oder ql—l = p n -qn-i J 
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je nachdem der Kettenbruch echt oder unecht war. 
Hierfür mögen die folgenden vier Beispiele dienen: 

1) Paarig-symmetrisch und echt: 

(0, 2, 3, 3, 2) 
ergibt als vorletzten und letzten Näherungswert: 

10 J 23 , 23* + 1 

— und — ; also — — — = 10 . 
23 53 53 

2) Paarig-symmetrisch und unecht: 

(i, i, i, i) 

ergibt als vorletzten und letzten Näherungswert: 

21 ,26 . 212+1 , n 

— und — : also — — — = 17 . 
17 21 ' 26 

3) Unpaarig-symmetrisch und echt: 

(0, 3, 2, 3) 

ergibt als vorletzten und letzten Näherungswert: 

2 7 7 2 — 1 

— und — : also = 2 . 

7 24 24 

4) Unpaarig-symmetrisch und unecht: ' 

(2, 5, 1, 5, 2) 

ergibt als vorletzten und letzten Näherungswert: 

76 , 165 . 76 2 - 1 

— und — — ; also — — — — = 35 . 

35 76 165 

Für die in den Beispielen hervorgehobene Teil- 

barkeit von — == — , wo b > a ist, erscheint die Unter- 
em 
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Scheidung von echten und unechten Kettenbrüchen 
als unwesentlich. Denn man hätte z. B. die Teilbarkeit 

232 j_ 1 

= 10 auch erreicht, wenn man bei 1) von 

53 

dem unechten Kettenbruch (2,3,3, 2) ausgegangen 

7 2 — 1 
wäre. Ebenso hätte man die Teilbarkeit — —■ — = 2 

auch erreicht, wenn man bei 3) von dem unechten 
Kettenbruch (3 , 2 , 3) ausgegangen wäre. Wir kön- 
nen daher jetzt unsere Formeln 4) und 5) zu dem 
folgenden Satze vereinigen: 

Wenn y 2 + 1 durch x teilbar ist, und x > y 

x 
ist, so ergibt die Entwicklung von — einen 

paarig-symmetrischen Kettenbruch und um- 
gekehrt; wenn dagegen y 2 — 1 durch x teilbar 

x 
ist, und x > y ist, so ergibt — , in einen Ketten- 

V 
bruch entwickelt, einen unpaarig -symmetri- 
schen Kettenbruch. 

Beispielsweise ist 17 2 + 1 durch 29 teilbar und 
00 
g ergibt den paarig - symmetrischen Kettenbruch 

(1 , 1 , 2 , 2 , 1 , 1), wobei man beachte, daß man 
nicht 2 als letzten Partialnenner zu nehmen hat, 

sondern 2 durch 1 + — zu ersetzen hat, um die Sym- 
metrie zu erzielen. Ebenso hat man allgemein den 
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letzten Partialnenner a öfter zu ersetzen durch 

a-l+y, 

um die Symmetrie zu erzielen. Zweitens ist 17 2 — 1 

24 
durch 24 teilbar und — ergibt den unpaarig -sym- 
metrischen Kettenbruch (1 , 2 , 2 , 2 , 1) , wo, ähn- 
lich wie vorher, der letzte Partialnenner 3 durch 

2 + -T- zu ersetzen ist. 



Bei paarig-symmetrischen Kettenbrüchen läßt sich 
immer der rationale Wert, den sie darstellen, d. h. der 
letzte Näherungswert, durch die beiden Näherungswerte 
ausdrücken, die den beiden letzten Partialnennern der 
ersten Hälfte angehören. Wenn zunächst der paarig- 
symmetrische Kettenbruch ein unechter ist und 

(g , öi, ci2, as, ... a m , a m +i ••• ^am» ff) 
heißt, so daß also der letzte Partialnenner gleich der 
ganzen Zahl g ist, so erhält man, wenn man auf ihn 
die Formel 3) des § 2 anwendet, indem man l = 2 m + 2 
i = m setzt : 

P%m (flm+l> • •> fliin ff)j9w+JPm-l 
(?2m (öWl> •••> a 2m> #) tfw + <7m - 1 

Indem man nun, der Symmetrie des Kettenbruchs 
gemäß, a m+1 = «„,, a m+2 = flm-i* • • • ^m = «1 setzt, 
erhält man: 

P*m (^m> <*>»+!> • • •> &1 > ff) ' Pm + Pm-1 

9.2m (ß*n > «m + 1 > • • • > ^1 > #) • Qm + 2ro-l 
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Nun ist aber, wie oben erörtert ist, der Ketten- 
bruch 

(#m> ßm + i> • • •> °i > #) 

mit der umgekehrten Reihenfolge der Partialnenner 

v 
die Entwickelung von — — in einen Kettenbruch, so 

Pm-l 

daß wir erhalten: 

Pm 



P2m Pm-l 



Pm+Pm-1 



?2m Pm . 



JPm-1 

oder, nach Multiplikation von Zähler und Nenner 
mit p m _ t : 

P*m Pm+Pm-l 



q*m Pm" Qm + Pm-l' Qm-1 

Von dem Zähler und Nenner des hier rechts 
stehenden Bruches läßt sich nun nachweisen, daß sie 
keinen gemeinsamen Teiler haben. Denn ein solcher 
müßte auch in 

Pm « (Pn> • ?• + Pm-l ' J-0 - 9m • (j4 + i>»-l) 
-^-rd'mjm-l — Pm-l m 9m) = ±Pm-l 

stecken, also auch in p m . Dies aber ist unmöglich, 
da die Zähler zweier aufeinanderfolgender Näherungs- 
werte teilerfremd sein müssen. Da nun auch p 2m 
und <?2m ohne gemeinsamen Teiler sein müssen, so 
geht aus der soeben gefundenen Gleichheit zweier 
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Brüche hervor, daß die Zähler und die Nenner je 
unter sich gleich sein müssen, oder die Richtigkeit 
des folgenden Formelpaars: 

gx (P2m=Pm+Pm-l \ 

\ Q2m =Pm'qm + Pm-1* £m-l J 

Als Beispiel wählen wir den paarig-symmetrischen 
Kettenbruch: (2, 1, 3, 3, 1, 2), dessen Nähe- 
rungswerte sind: 

2 3 11 36 47 130 
f T' T' 13' 17' 47 " 

In der Tat ist: 

p im = 130 = pl + p m _ t = 121 + 9 ; 

?2m = 47 = Pm' Qm+ Pm-1' qm-1 = 44 + 3 . 

Auch bei solchen unechten paarig -symmetrischen 
Kettenbrüchen, bei denen die ganze Zahl g an dem 
symmetrischen Verhalten nicht teilnimmt, lassen sich 
p 2m und q 2m durch p my q m , p m -i, g m _i ausdrücken. 
Denn, wenn wir auf (g , % , Og , . . . a m , a m+1 . . . ö^m) 
die Formel 3) des § 2 anwenden, indem wir i = m+l, 
1= 2m setzen, erhalten wir: 

P2m _ (q w +i, a m +2>»«*, A2m) ' Pm + Pm-1 
<?2ro («»M + l> «m+2>«««> «2m) ' #m + Qm- 1 

oder, wegen der Symmetrie: 

ff2m («m> «fit-l> -••> «i)jPm+J^m-l 

<?2m ( a my <*m-l9 •••> a l) (?m + #m-l 
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Nun ist, wie oben erörtert ist, (a mf ff w -i> . . ., a^) 
die Kettenbruchentwicklung von — — , wobei immer 

Qm-l 

zu beachten ist, daß die Zähler und Nenner der 
Näherungswerte sich jetzt auf den echten Ketten- 
bruch beziehen, dessen Partialnenner die Symmetrie 

zeigen. Führen wir nun für den Kettenbruch 

q m -i 

ein, so erhalten wir, nachdem wir Zähler und Nenner 
nrit q m -i multipliziert haben, das folgende Formelpaar: 



{ 



. P%m =Pm ' q m +Pm-l • £m-l 

ft«. = q m + q m -t 



Als Beispiel wählen wir den Kettenbruch: 

(3, 1, 2, 2, 1), 
für den wir die Näherungswerte erhalten: 

In der Tat ist: 

Am =7-2. 3 + 1- 1 = 6 + 1, 
ft» = 10 = 32 + P = 9 + l. 

Da, wegen der beiden Formeln 7) auch: 

9 ' 92m + Pim — (9 ' 9m+Pm) 9tn + (9 ' 9m-l +Pm- 1) 9m- 1 

eine richtige Formel ist, so darf man die Formel 7) 
auch auf die unechten Näherungswerte beziehen, die 
sich ergeben, wenn man die ganze Zahl g zu den 
echten Kettenbrüchen addiert, auf die wir 7) anfäng- 
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lieh bezogen haben. Dann ergeben sich bei unserem 
Beispiel die Näherungswerte: 

-4 11 26 37 
1 ' T' 7 ' TÖ 

und in der Tat ist: 

p 2m = 37 = 11 • 3 + 4 • 1 = 33 + 4 , 

^ = 10 = 32 + 12=9 + 1. 

Auf diesen Fall, wo die ganze Zahl g nicht an 
dem symmetrischen Verhalten teilnimmt, aber doch 
in die Näherungswerte hineingezogen ist, bezieht sich 
das folgende zweite Beispiel: 

(7, 5, 2, 1, 1, 2, 5) 

ergibt die Näherungswerte: 

7_ 36 79 115 194 503 2709 
T' ~5~' TP ~16~' "27" ' 70 ' 377 * 

In der Tat ist: 
p 2m = 2709 = 115 • 16 + 79 • 11 = 1840 + 869 
?2m= 377 = 16 2 + ll 2 = 256 + 121 . 

§ 6. Ein Teiler einer Quadratsumme ist selbst 

Quadratsumme. 

Unter einer Quadratsumme verstehen wir eine ganze 
Zahl, die gleich a 2 + b 2 ist, wo a und b ganze Zahlen 

a 
ohne gemeinsamen Teiler sind. Entwickelt man — , 

wo a>6 sein mag, in einen Kettenbruch, so findet 
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man nach § 2 durch den vorletzten Näherungswert — 

ß 
einen Bruch, so daß: 

a • ß — b • <x = +1 

sein muß. Nun ist 

(a 2 + b 2 ) (a 2 + ß 2 ) = (a • * + 6 • /ff) 2 + (a . ß - b . <x) 2 . 

Hiernach muß ein Teiler p von a 2 + fc 2 auch Teiler von 

x 2 + l 

sein, wo x = a • <x -\- b • ß ist. Bei der Division der 
Zahl x durch ^? möge nun q als kleinster Best bleiben, 
so daß q<p ist, und x— w • p -\- q ist, wo w eine 
ganze Zahl bedeutet. Hiernach muß der Teiler p 
von a 2 -f b 2 auch Teiler von q 2 + 1 sein. Dann aber 

ergibt nach § 5 die Entwickelung von — einen „ paarig a 

symmetrischen Kettenbruch, dessen Partialnenner heißen 
mögen: 

ff t °l > ^9 ' • • > a m > a m> #m - 1 > • • • t <h > % > ^ • 

Wenn nun p m und i? m _i die Zähler des raten und 
(m — l)ten Näherungswertes sind, so ist nach For- 
mel 6) in § 5: 

Hiermit ist nicht nur bewiesen, daß der Teiler p 
von a 2 -f b 2 selbst Quadratsumme ist, sondern es ist 
auch ein Weg geöffnet, um die Zahlen zu finden, 
deren Qadratsumme gleich p ist, wie folgende Bei- 
spiele zeigen: 



— 143 — 

1) 32 2 + 39 2 = 2545 ist durch p = 509 teilbar. 

39 
Die Kettenbruchentwickelung von — ergibt: 

Da 

32-11 -39-9 = +1 . 
Also ist: 

32-9 + 39.11 = 717 

eine Zahl, deren um 1 vermehrtes Quadrat durch 

509 teilbar sein muß. Der Rest q, der bei der 

Division von 717 durch p = 509 bleibt, ist 208. 

509 
Deshalb ist — — in einen Kettenbruch zu entwickeln. 

208 

Derselbe lautet: 

(2, 2, 4, 4, 2, 2). 

Wir haben nunmehr, um p m und p m -i zu be- 
stimmen, die Näherungswerte dieses Kettenbruchs bis 
zur Mitte zu bestimmen, wodurch wir erhalten: 

2^ ^ 22 
T' ~2 ' 9 

und dadurch, daß der Teiler 509 von 32 2 + 39 2 gleich 

22 2 + 5 2 
sein muß. 

2) 41 2 + 79 2 ist durch 233 teilbar. Die Ent- 

79 
wickelung von — in einen Kettenbruch liefert: 

41-27 — 79-14 = +1 . 

Demnach haben wir: 

41-14 + 79-27 = 2707 
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zu berechnen, und den kleinsten Best 144 zu be- 
stimmen, der bei der Division von 2707 durch 233 
bleibt. Der paarig-symmetrische Kettenbruch, den wir 

für — — erhalten, lautet: 
144 

(1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1). 

Da wir die ganze Zahl g und den ihr gleichen 
letzten Partialnenner nicht mitzählen, so ist 2m = 10, 
also m = 5 . Wir entwickeln daher den ersten bis 
fünften Näherungswert, erhalten: 

2 3 ^ 8 13 
T' ~2' 3~' 5 ' ~8~ 

und demnach, daß der Teiler 233 von 41* + 79* 
gleich der Summe der Quadrate von 8 und 13 ist. 



Der hier bewiesene Satz, daß jeder Teiler einer 

Summe von zwei Quadratzahlen selbst Summe von 

zwei Quadratzahlen sein muß, gibt im Verein mit 

dem am Schluß von § 4 bewiesenen Sätzen, wonach 

— 1 quadratischer Rest jeder Primzahl von der Form 

4w+ 1 ist, zu wichtigen Folgerungen Veranlassung. 

Nach dem Satz aus § 4 gibt es eine Zahl x, für 

welche 

x 2 = — 1 (mod^?) , 

falls p = 4w -f 1 ist. Diese Kongruenz besagt aber, 
daß x 2 -f- 1 = x 2 + l 2 durch p teilbar ist. Demnach 
muß nach dem hier bewiesenen Satze p Summe zweier 
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Quadratzahlen sein. Wie diese Zahlen aus p gefun- 
den werden können, wird erst § 12 lehren. Vorläufig 
ist nur der folgende Satz als richtig erkannt: 

Jede Primzahl von der Form 4n-f-l ist 
Summe zweier Quadratzahlen. 

Zugleich erkennen wir, daß eine zusammengesetzte 
Zahl, welche Summe zweier Quadratzahlen ist, keine 
anderen Primfaktoren haben kann, als solche, die 
Summe zweier Quadratzahlen sind. 

Daß eine Primzahl von der Form 4w+ 3 nicht 
Summe zweier Quadratzahlen sein kann, folgt schon 
daraus, daß eine Quadratzahl bei der Division durch 4 
nur den Best oder 1 lassen kann, daß also die 
Summe zweier Quadratzahlen bei der Division durch 4 
nur die Reste , 1 oder 2 , nicht aber 3 , lassen 
kann. Hiernach können wir den Satz aussprechen: 

Wenn eine zusammengesetzte Zahl Summe 
zweier Quadrate ist, so kann sie keinen Prim- 
faktor enthalten, der die Form 4w + 3 hätte; 
ihre ungeraden Primfaktoren müssen vielmehr 
sämtlich von der Form 4n+ 1 sein. 

Wenn die beiden Zahlen, deren Quadratsumme 
gleich einer zusammengesetzten Zahl z ist, keinen ge- 
meinsamen Teiler haben sollen, so muß hiernach: 

oder 

% = 2 -i?? 1 •/?*« -jpg* . .• 

sein, wo p 1 , p 2 , Ps > • • • sämtlich Primzahlen sind, 

Schubert, Auslese aus meiner Unterrichtspraxis. II. 10 
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die bei der Division durch 4 den Best 1 lassen. Wie 
oft dann eine solche Zahl x Summe zweier Quadrat- 
zahlen ist, wird erst in § 14 erörtert werden. 

§ 7. Periodische Kettenbrücke. 

Wenn bei einem Kettenbruch die Partialnenner 
sich in derselben Reihenfolge unaufhörlich wiederholen, 
so heißt der Kettenbruch periodisch, und zwar rein- 
periodisch, wenn von vornherein die ganze Zahl g 
sowie die ersten n Partialnenner, also 

g , a± , #2 > *H > * ' • > a n 
die Periode bilden, indem nun immer wieder von 
neuem: 

g , Oj , a 2 * • • • > a n 

als Partialnenner folgen, dagegen unrein-periodisch, 
wenn auf g und die ersten m Partialnenner, also auf: 

9 9 % 9 a 2 > * • * 9 a m 

die sich stetig wiederholende Eeihe der Partialnenner 
folgt, also 

a m+l 9 a m+2 9 ' • • 9 &m+n • 

Dann nennt man die ersten nicht an der Periode 
teilnehmenden Partialnenner vorperiodisch. 

Der Zahlenwert # eines rein- periodischen Ketten- 
bruchs muß positive Wurzel einer Gleichung zweiten 
Grades mit rationalen Koeffizienten sein. Denn auf 
den letzten Partialnenner a n der ersten Periode folgt 
wieder ein Kettenbruch, dessen Zahlenwert x ist, so 
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daß nach Formel 1) von § 2 x Wurzel der folgenden 
Gleichung sein muß: 

_^ X-Pn+Pn-l 

x • q n + q n _i 
oder: 

x 2 • q n + x(q n _ 1 — p n ) —Jpn-i = . 

Demnach läßt sich der Zahlenwert x jedes rein- 
periodischen Kettenbruchs immer in der Form 

1 ) x = — l 

c 

schreiben, wo D, b, c ganze Zahlen sind. Dieselbe 
Form erhält aber auch der Zahlenwert y jedes unrein- 
periodischen Kettenbruchs. Denn, wenn 

9 9 #1* ö a> a 3> •••> a m 

die vorperiodischen Partialnenner sind, die der Periode: 

vorangehen, und x bezeichnet den Zahlenwert des 
mit a m+1 anfangenden Kettenbruchs, so ist: 

2) *'Pm+Pm-l 9 

X • Qm + qm-1 

woraus man nach Einsetzung von 1) erhält: 

(+ fÖ + b)p m + c • p m _i 

y = : l, 

(±lpÖ±b)q m + c- q m -i 
ein Bruch, der durch Erweitern wieder auf die Form: 

gebracht werden kann, wo D, b' f cf ganze Zahlen sind. 

10* 
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Wie ein periodischer Kettenbruch, gleichviel ob 
er rein -periodisch oder unrein -periodisch ist, immer 
auf die Form 1) oder 3) gebracht werden kann, und 
wie umgekehrt ein Zahlenausdruck von solcher Form 
in einen periodischen Kettenbruch zu verwandeln ist, 
zeigen die beiden folgenden Beispiele: 

1. Der rein -periodische Kettenbruch, dessen ganze 
Zahl 3 ist, und bei dem die ersten beiden Partial- 
nenner 1 und 4 sind, und zwar so, daß 3,1,4 die 
Periode bilden, hat die Näherungswerte: 

3^ £ 19 19s + 4 
T' T' ~5 9 5x+l ' 
so daß der Wert x dieses Kettenbruchs aus der folgen- 
den Gleichung folgt: 

19z + 4 



oder: 



X 5x + 1 



o 18 4 „ 

5 5 



yiör+9 



oder: 

— 5 " 
Umgekehrt kann nun aus dem soeben erhaltenen irra- 
tionalen Zahlenwert der periodische Kettenbruch mit 
der Periode 3,1,4 und ohne vorperiodische Partial- 
nenner wieder erhalten werden, nämlich: 

vTÖT+9 , 1 1 VIÖT- 6 
x=z — R = 3 H » —= — S '* 

% Oj 
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13 "" + «2 ; Oa "" 13 ; 



_ yiöi+7 _ 2_ jl _ y^- 9 

*~ 4 ~ 4+ < 03- 4 ; 

yiQi+9 

03 = = x. 

2. Ein echter periodischer Kettenbruch habe 1 und 
3 als vorperiodische Partialnenner und 7, 1, 4, 2, 3 
als Partialnenner der Periode, so daß er, wenn wir 
die Periode durch einen übergesetzten Strich bezeichnen, 
abgekürzt so zu schreiben wäre: 

(0, 1. 3, 7, 1, 4, 2, 3). 
Wir berechnen zunächst 



(7, 1, 4, 2, 3) 
aus: 

7 8 39 86 297 



1 ' 1 ' 5 ' 11' 38 

durch die Gleichung: 

297 x +86 _ , 143 43 A 

x = oder a? a x = 

38 z +11 19 19 

also: 

V23717 + 143 

x = - . 

38 

Den ursprünglich gegebenen Kettenbruch erhalten wir 

nun aus: 

y = (0, 1, 3, x) 
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und aus: 

1 _3_ Sx + 1 

1' T' 4ÖT+1 

durch: 



_ 3 a; + 1 (3V23717 + 467) (4)/23717 — 610) 
V ~~ Ix + 1 ~~ 7372 

oder, vereinfacht: 

V23717- 7 
V ~ 194 

Der gefundene irrationale Zahlenwert von der Form: 

±JD±b 
c 

läßt sich nun wieder in den gegebenen Kettenbrach 
zurückverwandeln, nämlich : 

V23717 — 7 __ 1 
194 ~~Ö7 ; 

j/23717 + 7 _ l_ m 1 ^23717 — 115 a 

01 " 122 ~~ + ^ ; ~^~ ~ 122 

V23717 + 115 _ Q , 1 1 V23717 — 143 
fl2 ~" 86 " + a 3 ; a 3 ~ 86 ; 



V23717 + 143 _„ , 1 1 V23717 — 123 
a3 ~ 38 + a 4 ; ^~~ 38 

Weiter erhält man: 

V23717 + 123 , , 1 

a A = = 1 H , 

4 226 «5 



— 151 — 

V23717 + 103 A , 1 
"* = 58 = 4 + ^ 

y237 17"+ 129 1 
122 ~" % 



«6 = ~ 77^ = 2 + 



V23717 + 115 , 1 

<*-- — w 3 + V 

V23717 + 143 

so daß die fünf Partialnenner 

7, 1, 4, 2, 3 

periodisch wiederkehren, nachdem Ganze und die 
beiden Partialnenner 1 und 3 als vorperiodische voran- 
gegangen sind. 

§ 8. Quadratwurzeln ans rationalen Zahlen als 

Kettenbrüche. 

In § 7 ist gezeigt, daß jeder periodische Ketten- 
bruch, gleichviel ob er echt oder unecht ist, gleich- 
viel auch, ob er vorperiodische Stellen hat oder nicht, 
gleich einer positiven Wurzel einer quadratischen 
Gleichung mit rationalen Koeffizienten ist. Hier soll 
nun die besondere Beschaffenheit derjenigen periodi- 
schen Kettenbrüche aufgefunden werden, bei denen 
diese quadratische Gleichung eine rein- quadratische 
ist, d. h., die gleich der Quadratwurzel aus 
einer rationalen Zahl sind. 
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Zunächst läßt sich erkennen, daß ein Kettenbruch, 
der gleich der Quadratwurzel aus einer rationalen 
Zahl ist, nicht unecht und rein-periodisch sein kann. 
Denn aus: 

Xsss (9> %> ^2» • • •> 0n> V) 

folgt nach unseren grundlegenden Formeln: 

X'Pn+Pn-l 

JK ~*"~ ~ - ~ ~ - - - ~ ~~ "^-" — ~ ~— ~- 

V'Qn + qn-l ' 

Damit nun die hieraus entstehende quadratische 
Gleichung rein-quadratisch werde, müßte der Koeffi- 
zient von x Null werden, also 

Qn-l =Pn 

werden. Diese Gleichung ist aber unmöglich, weil 
bei unechten Kettenbrüchen p n > q n ist, und q n -x 
nicht größer als der nachfolgende Nenner q n sein 
kann. Der Kettenbruch kann aber auch nicht echt 
und rein-periodisch sein. Denn aus 

X == ( V , CL\ , CLa , . • • (Zfl , Ort , • • • Uff , • • »J 

folgt: 

_/. 1\ 

10, Oj , Q>2 9 • • • #W 9 ~~\ 9 



X 



also: 



_ X _ Pn + X'Pn-l 

— -qn + qn-i 

X 

Damit nun der Koeffizient der hier entstehenden 
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quadratischen Gleichung Null werde, müßte sein: 

Diese Gleichung ist aber bei echten Kettenbrüchen 
unmöglich, weil dann p n < q n ist, also p n <p tt -i sein 
müßte, was unmöglich ist, da p n Zahler des Näherungs- 
wertes ist, der den Näherungswert nachfolgt, dessen 
Zähler p n -i ist. 

Da hiernach die Quadratwurzel aus einer rationalen 
Zahl keinen rein -periodischen Kettenbruch ergeben 
kann, so nehmen wir zweitens an, die Periode beginne 
erst nach der ganzen Zahl g, und zwar zunächst un- 
mittelbar, also ohne sonstige vorperiodische Partial- 
nenner. Dann ist x — g ein echter periodischer Ketten- 
bruch, dessen Partialnenner heißen mögen: 

so daß die Periode die n + 1 Partialnenner 

»i , «2 9 <hi • • • y a n 9 a n+ 1 

umfaßt Da auf a u+i von neuem der echte Ketten- 
bruch folgt, der gleich x — g ist, so erhalten wir nach 
unseren grundlegenden Formeln: 

.. K+l + « — 9)Pn +Pn-1 

1) x — g = - ■ ; . 

K+i + x — g) q H + q n .i 

Damit nun x die Quadratwurzel aus einer rationalen 
Zahl werde, muß der Koeffizient von x in der aus 
1) entstehenden quadratischen Gleichung Null werden, 
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also die folgende Bedingung erfüllt werden: 

«w+l ' Qn — 9 • qn + qn-1 — 9 • qn=Pn 

oder 

2) K+i — 2 g) • q H + q n _ x = p n . 

Es läßt sich nun nachweisen, daß der in 2) steckende 
Koeffizient a n+ i — 2 g nicht positiv und nicht negativ 
sein kann, denn wäre er positiv, so müßte p n nach 2) 
um q n _i größer sein als q n oder 2 • q n usw. Es kann 
aber p n nicht größer als q n sein, da ja x — g 9 also 
auch alle Näherungswerte von x — g kleiner als 1 
sein müssen. Wenn nun zweitens a n+1 — 2g negativ 
wäre, so müßte g w _i gleich der Summe von p H und 
q n oder p n und 2 • q n usw. sein, also jedenfalls 
qn-i>qn> was unmöglich ist, da q n Nenner des 
wten, q n _i aber Nenner des (n — l)ten Näherungs- 
wertes ist. Da hiernach der Koeffizient 

a n+l — 2g 

weder positiv noch negativ sein kann, so muß dieser 
Koeffizient Null sein; also: 

3) a w +i = 2#. 
Aus 2) und 3) folgt aber: 

4) q n -i=Pn- 

In § 5 ist aber bewiesen, daß die Bedingung q n _i =p H 
das Kriterium für echte symmetrische Kettenbrüche 
ist. Unsere zweite Frage, ob bei einem periodischen 
Kettenbruch, der gleich der Quadratwurzel aus einer 
rationalen Zahl ist, die Periode unmittelbar nach der 
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ganzen Zahl g beginnen könne, ist also zu bejahen, und 
zugleich ist dabei erkannt, daß der letzte Partial- 
nenner der Periode das Doppelte der ganzen 
Zahl g ist, und ferner, daß der Kettenbruch, der 
diesem letzten Partialnenner vorangeht und 
der ganzen Zahl g nachfolgt, ein symmetri- 
scher ist Wenn also D eine rationale Zahl ist, so ist: 

*}pD = (g; a l9 02, ..., an, 2g) , 
wo der Strich die Periode bezeichnet, und wo 

^1 y ^2 > % > • • • > a n 

eine symmetrische Folge von Partialnennern dar- 
stellen. Diese können paarig -symmetrisch sein, wie 
die Reihe: 

öj , a 2 , . . . , a ni , a m , a m _ i , . . . , ß 2 > °i 
zeigt, oder unpaarig, wie die Reihe: 

zeigt. Zur Verdeutlichung unseres Resultats mögen 
die folgenden 7 Beispiele dienen: 




2)]/y =(1, 1, 3, 1, 2); 

4) rW = (3, 27T7T7T76) ; 
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j/J -(1.67D; 



5) v~ 



6) Vt =( 2 . 5 . 1. 1.2. 1. lß . 1,2,1,1,5,4); 

7) Vl9 =(4, 2, 1, 3, 1, 2, 8). 

Wenn g Null ist, also D in yi) kleiner als 1 ist, so 

verwandele man I, das dann g rößer als 1 ist, in einen 

Kettenbruch. Lautet derselbe (g, a^ , Og , <% , . . ., a„, 2^), 
so ist: 

#=(0, 0, %, «2> °3 * • • •> 2 #) • 
Umgekehrt kann man auch sicher sein, daß ein perio- 
discher Kettenbruch, der die soeben besprochene Eigen- 
schaft hat, gleich fü ist, wo D>1 und rational ist 
Denn, wenn x den Wert des periodischen Kettenbruchs 
bezeichnet, g seine ganze Zahl, so daß 2 g der (n + l)te 
oder letzte Partialnenner der Periode ist, so erhalten wir: 

5) x — q = ( 2 -? + g? — 9)Pn + t>n-l 

(2g + x — g)q H + q n -i' 

wo — bzw. den nten bzw. (n — l)ten Nähe- 

rn qn-i 

rungswert bedeuten. Aus 5) folgt nun: 

6) (a* — g 2 )q n + (? — g)q n -i = fr + g)p n +p H -i . 

Da nun der dem letzten Partialnenner 2 g voran- 
gehende echte Kettenbruch symmetrisch sein soll, so 
ist nach § 5: 



— 157 — 

so daß wir aus 6) erhalten: 

7) x 2 - q n *=9 2 • q n + 2g -p n +Pn-i, 

eine Gleichung, welche zeigt, daß x die Quadrat- 
wurzel aus einer rationalen Zahl ist. Aus 7) läßt 
sich noch eine zweite Folgerung ziehen, die wir im 
folgenden Paragraphen benutzen wollen. Da 2^ = a M+ i 
ist, so stellt 2 g • p n +i?n-i den Zähler des (n + l)ten 
Näherungswerts dar, so daß wir aus 7) erhalten: 

8) X 2_^2 = ^±i. 

Dieses Resultat lautet in Worten: 

Wenn die Periode des echten Kettenbruchs, 
der gleich ^D — g ist, n + 1 Partialnenner hat, 
so daß der letzte 2g ist, so übertrifft D das 
Quadrat von g um einen Bruch, dessen Zähler 
der Zähler des (n + l)ten Näherungswertes ist, 
und dessen Nenner der Nenner des wten Nähe- 
rungswerts ist. 

Diesen Satz prüfen wir noch an den oben ange- 
gegebenen sieben Beispielen. 

29 
1) D = — , g = 2 ergibt die Näherungswerte: 



12 7 


9 187 


196 


775 


T' 3 ' 10' 


13 ' 270 ' 


283 ' 


1119' 


1746 2521 


11830 







2521 ' 3640 ' 17081 
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13 
Hier ist D — g*=—, /> w+1 =* 11830 , q n = 3640 , 

4 

p H+l 13 • 910 

q n 4 • 910 

1 ß 
2) D= — , g = 1 ergibt die Näherungswerte: 

13 4 11 
T' 4' 5"' 14' 

Hier ist D — # 2 =• — , p n+l = 11 , £ n = 5 , also 
Pn+i 11 



?n 



17 
3) D = — -, # = 2 . Die Näherungswerte lauten: 

1 10 11 54 



1 ' 11' 12' 59* 

9 
Hier ist D — # 2 = — , p n+1 = 54 , g n = 12 , also 

Pn+l = 9 • 6 
?n 2.6' 

149 
4) D = -75-, £ = 3 hat die Näherungswerte: 
10 

1 1 2 5 32 



2 ' 3 ' 5 ' 13 ' 83 ' 

32 
Hier ist D — g 2 = — , jt? M+1 = 32 , q n = 13 , also 

Pn+l _ 32 
?« 13' 
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4 
5) D = — , g = 1 , wozu als Näherungswerte ge- 



hören: 



6 ' 13' 



Hier ist D — g 2 = —, p n+1 = 2 , q n = 6 , also 

Pn+l 1 ' 2 



n 



3-2' 

19 
6) D = — , g = 2 mit den Näherungswerten: 

1 2 5 7 117 124 365 



5' 6' 11' 28' 39' 652' 691' 2034' 

489 854 4759 19890 

2725' 4759' 26520 ' 110839 " 

3 
Hier ist D — g 2 = — , p n+1 = 19890 , q n = 26520 , 

p n+1 3 • 6630 

q n "" 4 • 6630 ' 

7) 2) = 19 , £ = 4 , wozu als echte Näherungs- 
werte gehören: 

1 1 _L A 1* 111 

2 ' 3 ' 11' 14' 39' 326 " 

Hier ist D - # 2 = 3 , j? M+1 = 117 , q n = 39 , 
Pn+i 3 * 39 

? n ~~ 1 • 39 ' 

Wenn insbesondere D eine ganze Zahl ist, so muß 
Pn+i durch q n teilbar sein. 
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Da auch bei Formel 8) vorausgesetzt ist, daß D 
in ]^D größer als 1 ist, so hat man, falls Z) < 1 ist, 

— in einen Kettenbruch zu verwandeln, und, wenn 

dieser 

(#> «i» •• -, «h, 2 g) 



lautet, D = (0 , g , a^ , . . ., a*, 2g) zu setzen. 

§ 9. Die Pellsehe Gleichung t* - 2> • u* = ±1, 

wo D rational ist. 

Die Pellsche Gleichung t* — D-i^^^l, welche 
die Grundlage für die Lösung aller überhaupt lös- 
baren diophantischen Gleichungen zweiten Grades bil- 
det, läßt sich mit Hilfe der Formel 8) des § 8 leicht 
lösen, und zwar für eine beliebige irrationale Zahl D> 
da auch diese Formel nicht allein für ganzzahlige D, 
sondern für beliebige irrationale D gilt 

Wir ersetzen in Formel 8) aus § 8: 

(D — g 2 )-q n =Pn+i 

p n+1 durch an+i-Pn+Pn-i = 2g *Pn+Pn-i und er- 
halten: 

D • q n = g 2 • q n + 2g -Pn+Pn-i- 

Diese Formel multiplizieren wir mit q H und ersetzen 
dann p H -\ • q n nach Formel 2) in § 2 durch p n • q n _i 
+ (— 1) M . So erhalten wir, da q n -i=Pn ist: 

D • q\ =g* • ql + 2g.p n q n + fi + (-1)» 
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oder: 

1) (?-«.+J»J , --D-ri = -(-1)" • 

Demnach wird die Pellsche Gleichung t 2 — D>u 2 =+1 
dadurch gelöst, daß man * = g •</,» + p n , u = ^ 
setzt. Nun waren aber ^ n und q u Zähler und Nenner 
des nten Näherungswertes desjenigen echten Ketten- 
bruches , der gleich /l) — g war. Demnach sind 
9*9h-\~Ph und q n Zähler und Nenner des nten, 
also vorletzten Näherungswertes des unechten Ketten- 
bruches, in den fl) entwickelt werden kann. Genau 
so muß es bei dem vorletzten Näherungswert jeder 
Periode sein. Unser Kesultat lautet also: 

Um unzählig viele Lösungen der Gleichung 
t* — Du 2 = +1 zu erhalten, wo D größer als 1 
und rational ist, entwickele man /l) in einen 
Kettenbruch. In jeder Periode des entstehen- 
den periodischen Kettenbruches stellen der 
Zähler und der Nenner des vorletzten Nähe- 
rungswertes eine der gesuchten Lösungen dar. 

Sollte D < 1 sein, so löse man 

und ersetze u durch D • u . Um z. B. 

1 17 W ±:L 
zu lösen, entwickele man l/-^-- Pur den vorletzten 

Schubert, Auslese aus meiner UnterricatspT&ua. TL W 
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35 
Näierungswert der ersten Periode findet man -. 

17 
Demnach ist t = 35 , u = 12 • — = 102 eine Lö- 

2 \ 

sung von t 2 — - — u 2 . In der Tat ist: 

35* -^-. 102* = +1 . 

Aus 1) folgt, daß t 2 — Du 2 gleich +1 oder gleich 

— 1 ist, je nachdem n ungerade oder gerade ist, 

d. h. je nachdem der in der Periode von fl) steckende 

symmetrische Kettenbruch unpaarig oder paarig 

ist. Wenn nun n gerade ist, also der vorletzte 

Näherungswert der ersten Periode eine Lösung der 

Gleichung 

t 2 -D- u 2 = — 1 

ergibt, so muß doch der vorletzte Näherungswert der 
zweiten Periode, der die Nummer 2 n + 1 hat,, also 
ungerader Nummer ist, eine Lösung der Gleichung 

t 2 — D- u 2 = +l 

ergeben. Beispielsweise ergibt das dritte der sieben 

149 
Beispiele in § 8 , wo D = — — ist, eine Lösung der 

13 

Gleichung: 

t 2 — D- u 2 =— 1 , 

indem: 

44*-^. 13 2 = -1 
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ist, da n = 4 war. Um daher eine Lösung der 

Gleichung 

149 

t 2 — — — • u 2 = +1 

zu erzielen, hat man in der Bildung der Näherungs- 
werte bis zum vorletzten Näherungswert der zweiten 
Periode fortzufahren. Man erhält nach: 

1_ 10 17 44 

"2' ~3~' ~5~' 13 
weiter: 

281 606 887 1493 3873 



83 ' 179 ' 262 ' 441 ' 1144 

In der Tat ist t = 3873, u = 1144 eine Lösung der 

149 
Gleichung t* — — ^- u 2 = +1 , da 3873* = 4'500129 

149 
ist und — - • 1144» = 149 • 1144 • 88 = 4'500128 ist. 
13 

Oben ist gezeigt, daß, wenn aus der ersten Periode 
der Kettenbruch-Entwickelung von |/jD eine Lösung 
der Gleichung t 2 — D • u 2 = — 1 folgt, die zweite 
Periode eine Lösung von t 2 — D • u 2 = + 1 liefern 
muß, und so muß es weiter abwechselnd gehen, in- 
dem die Perioden gerader Nummer Lösungen von 
t 2 - D • u 2 = + 1 , die ungerader Nummer Lösungen 
von t 2 — - D • u 2 = — 1 liefern. Wenn nun aber schon 
die erste Periode, indem n ungerade ist, eine Lö- 
sung von 

t2—z>. w 2 = +l 

liefert, so muß es auch jede folgende Periode tun, 

11* 
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da die Potenzen von +1 nie —1 ergeben können. 
Es kommt also darauf an, ob der in 'fD steckende 
symmetrische Kettenbruch paarig oder unpaarig ist. 
Im ersten Fall ist: 

t 2 — D - u 2 = — 1 

durch die Perioden ungerader Nummer lösbar und 

t 2 — Z>. u 2 = +l 

durch die Perioden gerader Nummer. Wenn aber 
der in fl) steckende symmetrische Kettenbruch un- 
paarig ist, so liefert jede Periode eine Lösung von 
t 2 — D • u 2 = + 1 , und keine eine Lösung von 
t 2 — D.u 2 = — 1. 

Der Koeffizient D der Pellschen Gleichung konnte 
jede beliebige rationale Zahl sein. Für die Zwecke 
der eigentlichen Zahlentheorie ist aber von Wichtig- 
keit, daß D eine ganze Zahl ist. Deshalb fügen wir 
noch einige Beispiele hinzu, in denen D ganzzahlig ist. 

1) D = 29 . Der in ]/29 steckende symmetrische 
Kettenbruch wird 2 , 1 , 1 , 2 , also paarig. Von 
den vier Näherungswerten: 

11 16 27 70 
~2~' T* T' 13 

gibt daher tf= 70, u = 13 eine Lösung von: 

** — 29- w 2 = — 1 . 

Um daher die kleinste Lösung von t 2 — 29 • u 2 = +1 
zu finden, haben wir in der Bildung der Näherungs- 
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werte fortzufahren, und erhalten, den neun Partial- 

nennern 

2, 1, 1, 2, 10, 2, 1, 1, 2 

zugeordnet: 



11 16 27 


70 


727 


1524 


2251 


2 ' 3 ' 5 ' 


13' 


135 ' 


283 ' 


418 


3775 9801 











701 ' 1820 

In der Tat ist 9801 2 - 29 • 1820 2 = +1 . 

2) Weniger Mühe macht die Lösung von: 

t* — 23 .«» = +1, 

weil 23 als Primzahl von der Form 4 n + 3 (vgl. 
Schluß von § 6) nicht Summe zweier Quadratzahlen 
ist, also der in ^D steckende symmetrische Ketten- 
bruch nicht paarig sein kann (vgl. § 12). In der 

Tat ist: ,_ , N 

/23 = (4, 1, 3, 1, 8). 

Die zugehörigen Näherungswerte sind: 

5 19 24 

T' T' ~5~' 

und 

24 2 — 23 • 5 2 = +l . 

3) D sei gleich der zusammengesetzten Zahl 55, 
die, weil sie einen Primfaktor von der Form 4 n + 3 
enthält, nicht Quadratsumme sein kann. Deshalb er- 
gibt auch schon die erste Periode von 

V55 = (7 , 2, 2, 2, 14) 
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eine Lösung von < 2 — 55 u* = +1 . Denn als Nähe- 
rungswerte ergeben sich: 

15 37 89 

2 ' 5 ' 12 
und 

89 2 -55 • 12» = +1. 

Wenn t* — 97 • u 2 = — 1 gelöst werden soll, 
haben wir nur die erste Periode zu berechnen nötig, 
um die kleinste Lösung zu finden. Aus: 

/97 = (9, 1, 5, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 5, 1, 18) 

folgen die Näherungswerte: 

10 59 69 ^28 UW JSStö 
1 ' T ' T ' 13 ' 20 ' 33 ' 

522 S4^7_ 4757 5604 
"53" ' 86 ' 483 ' 569 " 

In der Tat ist: 

5604 2 — 97 • 569 2 = — 1, 

indem 5604 2 = 31'404816 ist und 

97 • 569 2 = 31'404817 
ist. 

Endlich haben wir noch den trivialen Fall zu 
besprechen, daß "fD gar keinen vorletzten Näherungs- 
wert einer Periode ergeben kann, weil die Periode 
nur einen einzigen Partialnenner besitzt, so daß also 
gar kein symmetrischer Kettenbruch vorhanden ist, 
der dem Partialnenner 2 g voranginge. Wir haben 
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also dann, um D zu bestimmen, anzusetzen: 

iD={g 9 2~g), 
oder: 

jD-g = 



2g+YD-g fD + g' 
woraus folgt: 

D = g 2 + 1. 

Die Zahl D muß also um 1 größer sein, als die 
Quadratzahl g 2 . Der erste Näherungswert: 

1 = 2g*+l 
9 ' t 2g 2g 

gibt dann schon eine Lösung der Gleichung: 

t 2 — D . u 2 = +1 , wo D = g 2 + 1 ist, 
weil 

ist. Der nächstfolgende Näherungswert 

±g 2 +l 

ergibt dann durch Zähler und Nenner eine Lösung 

von: 

t 2 — (£ 2 +l)-w 2 = -l. 

Der dann folgende dritte Näherungswert 

8g*+8g 2 + l 
8g* + ±g 

ergibt dann wieder eine Lösung von: 

t 2 — ig 2 + l) -w 2 = +l 

usw. abwechselnd. 
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§10. Die Auffindung aller Losungen der Feil- 
schen Gleichung aus der kleinsten. 

Die in § 9 erörterte Methode zur Lösung der 
Pellschen Gleichung liefert zwar alle denkbaren Lö- 
sungen, wenn man aus jeder Periode eine Lösung 
entnimmt. Doch kann man aus der durch die erste 
Periode gelieferten kleinsten Lösung alle übrigen 
Lösungen mit weniger Rechnung finden, wenn man 
den binomischen Lehrsatz anwendet. Es mögen: 

die der Größe nach geordneten Lösungen von t 2 — D 
• u 2 =+1 sein. Dann kann man t 2 , u 2 aus t x , % 
dadurch finden, daß man 

+ 1 = t\ — D • u\ = (t ± + %/jD) (t t — u^ fD) 

setzt und dann quadriert, wodurch man erhält: 

1 = (q + U \D + 2 hthtfÖ) (*i + U \V — 2 hUtYD) 
oder: {t\ + u\Df-D- (2 ^utf = +1 . 

Demnach stellt t 2 = t\-\- D • u\> u 2 = 2 • t t • u x die 
zweite Lösung der Pellschen Gleichung dar. Z. B. 
fanden wir in § 9 für 

* 2 -"T w2==+1 

als erste Lösung: t t = 35 , u x = 12 , und finden daraus 

t 2 = 35 2 + ^ • 12 2 = 1225 + 1224 = 2449 , 

u^ = 2 • 35 • 12 = 840 
als zweite Lösung. 
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Namentlich kann man auch, wenn ]/Z) einen paarig- 
symmetrischen Kettenbruch liefert und deshalb die 
erste Periode die erste Lösung von t 2 — D • u 2 = — 1 
liefert, aus dieser Lösung die erste und kleinste für 
t 2 — D • u 2 = + 1 entnehmen, indem man den soeben 
beschriebenen Weg geht. Z. B. erhält man aus der 
in § 9 gefundenen Lösung t x = 70 , u x = 13 für 

t 2 — 29 • w 2 = — 1 

t 2 = 70 2 +29 • 13 2 = 9801, w 2 = 2 . 70 • 13 = 1820 
als erste Lösung von: 

t 2 — 29 • u 2 = +l. 

Ebenso ergibt die Lösung ^ = 44, u x = 13 für 

149 149 

t 2 — — u 2 = — 1 die kleinste Lösung von t 2 -— u 2 

13 6 13 

= +1, indem man setzt: 

149 

' 2 = 442 + "l3"' 132=3873, 

u 2 = 2 • 44 • 13 = 1144 . 

Wie soeben tf 3 und u^ durch Erheben von 

(< 1 +w 1 )AD)0 1 ~w 1 ^D) 

in die zweite Potenz gefunden wurde, so kann all- 
gemein t m und u m durch Erheben in die mte Potenz 
gefunden werden. Indem wir den binomischen Lehr- 
satz anwenden und den iten Binomialkoeffizienten der 

raten Potenz, also 

ml 

i\ (m — i) ! 
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mit rrii bezeichnen, finden wir, ganz analog wie bei 
der zweiten Potenz: 



{ 



t m = f» -f m, • P- 2 . w 2 . D + mt • * m - 4 • w 4 • D 2 + . . . 

w m = w t . /«-* . u + ms • tf m ~ 8 • w 8 • D + ... 

Beispielsweise finden wir aus der ersten Lösung ^ = 2 , 
^ = 1 von 

die folgenden fünf in folgender Weise: 
t 2 = 2 2 + l 2 • 3 = 7 
w 9 = 2 • 2 • 1 = 4 , 
* 3 = 2 3 +3 • 2*.l 2 • 3 =26 
w 3 = 3 • 2 2 -li + l-l 8 • 3 = 15, 
* 4 = 2 4 + 6 • 2 2 • I 2 • 3 + 1 • I 4 • 3 2 = 97 
w 4 = 4 • 2 8 • 1 + 4 • 2 1 • I 3 • 3 = 56 , 

' / 5 = 2 5 + 10 • 2 3 • I 2 • 3 + 5 • 2 1 • I 3 • 3 2 =362 

% = 5 • 2 4 -l + 10 • 2 2 .l 3 .3 + l.l 5 -3 2 =209, 

t 6 = 2 6 + 15 • 2* • I 2 . 3 + 15 • 2 2 • 1* • 3 2 

+ 1 . I 6 • 3 3 = 1351 

u 6 = 6 • 2 5 • 1 + 20 • 2 3 • I 3 • 3 + 6 . 2 1 . I 5 • 3 2 = 780 

usw. 

§ 11. Die Verallgemeinerung der Feilschen 
Gleichung P — JD • u 2 — ±c. 

In § 9 haben wir erkannt, daß Zähler und Nenner 
des vorletzten Näherungswerts jeder Periode der Ketten- 



{ 
{ 
{ 
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bruch-Entwickelung von fD eine Lösung der Gleichung 

t 2 — Z>.w*=-±1 

ergibt. Es liegt nahe, zu prüfen, was t 2 — D • u 2 
ergibt, wenn man für t und u Zähler und Nenner 
aller übrigen Näherungswerte einsetzt. Dabei wollen 
wir wieder D nicht allein als ganzzahlig, sondern all- 
gemeiner als beliebig rational auffassen. Wir setzen 

sind. Die Kettenbruch-Entwickelungen von § 8 und 
§ 9 ergeben immer jeden neuen Partialnenner a< aus 
einem Bruch, dessen Nenner eine ganze Zahl ist, die 

Ci heißen soll, und dessen Zähler die Summe einer 

E 
ganzen Zahl b t und der Quadratwurzel D = — ist. 

Um den Radikanden ganzzahlig zu gestalten, setzen wir: 

so daß wir erhalten: 

lE.F+h , 1 
-, = ai + T~ * 

Dieses ist die allgemeine Form der vollständigen 
Quotienten, aus denen nach und nach die Partial- 
nenner erkannt werden. Aus der Art, wie dabei 
a l+i aus a\ und dem vollständigen Quotienten 

V#- F+b, 
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erschlossen wird, erkennen wir, daß immer c l+i von 
ei, E • F und bi +l abhängt und zwar durch die Be- 
ziehung: 
1) c l+1 • c t = E* F—b?+ t . 

Nach der Formel 3) des § 2 kann man nun den 
Wert eines Kettenbruches immer erhalten, wenn man 
a n+ i durch (a„ + i, On+*> . . .) ersetzt, indem der Wert x 
aus: 

(On+l> • • -)Pn+Pn-l 



X = 



(pn+lt • • •) 9n + £»-1 



folgt. Wir erhalten demnach den Wert — ^E>F, 

wenn wir hier (a n+1 , . . .) durch 

jE.F+b l+1 

ersetzen. Wenn wir dies tun und rechts Zähler und 
Nenner mit Cj + i multiplizieren, erhalten wir: 

2) 1 YETF^ ^ E ' F+bl+1 ^ Pl + Cl+1 ' Pl - 1 . 
F (JE-F + 6| +1 ) q t + c l+l • qi.i " 

Indem wir nun mit dem Nenner rechts multiplizieren 
und in der entstehenden Gleichung einerseits die ratio- 
nalen Bestandteile, andrerseits die Koeffizienten der 
irrationalen Quadratwurzel y E • F einander gleich- 
setzen, erhalten wir zwei Gleichungen, nämlich: 

q s . E= fy+x • pi + c l+1 • pi.i 

3 ) { &m ' gJ , g/+i • g*-i m 

~J^ + J -Ä- 
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Wenn wir nun fy + i eliminieren, indem wir die 
erste Gleichung mit -==, die zweite mit pi multipli- 
zieren und dann addieren, erhalten wir: 

„2 E , „ Pi ft-i „ Pi-i ' Vi , „2 

und da Pi • qi-i—pi-iqi nach §2 gleich — (— 1)* 
ist, kommt: 

oder: 

4) i^ • ^? — .E7 • ^? = — c, +1 • (— 1)' . 

Wenn nun F= 1 ist, also unter der Quadratwurzel 

E 
D = — die ganze Zahl D = E steht, erhalten wir 

insbesondere: 

5) p} - D - q? = -c l+1 • (-1) 1 . 

Die Formel 5) lautet in Worten folgendermaßen: 

Wenn man in t 2 — D • u 2 9 wo D ganzzahlig 
ist, für t und u nacheinander Zähler und Nen- 
ner der Näherungswerte des 'fD zugehörigen 
Kettenbruches einsetzt, so ergibt sich immer 
der Nenner des nächstfolgenden vollständigen 
Quotienten, und zwar abwechselnd positiv und 
negativ, nämlich positiv, wenn der Näherungs- 
wert ungerader Nummer war, negativ, wenn 
er gerader Nummer war. 
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Z. B.: 



/ — 17 

1/61 = 7 + -; T 



und 7 2 — 61.1* = — 12; 



1) 



a x = 



2) 



3) l 



V^ + 7 =1 + i.. 

12 + o, ' 

y- und 8 2 — 61-1* = +3; 



VeT + 5 i 

39 

— und 39 2 - 61 • 5 2 = -4 ; 
5 



AN 



125 
16 



und 125 2 -61 . 16 2 = +9; 



4) 



a 4 = 



yei + 5 



9 



-1 + 



<h 



164 



5) 



a 5 = 



21 
/61 + 4 



und 164» — 61- 21* = — 5 ; 



= 2 + — ; 



a, 



'6 



453 

56 



und 453 2 - 61 . 58 2 = +5 ; 



a 



6) 



'6 



&+±_ 2 + ± ; 

dj 



1070 
137 



und 1070 2 — 61 . 137 2 = —9 ; 



7) 



8) 



»)< 
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V6T + 4_ 1 . 

<H ~ 9 ~ + a a ' 

4 Og 

^f und 5639 2 - 61 • 722* = -3 ; 
722 

V61 + 7 1 

04.070 

und 24079 2 -61 • 3083 2 = +12 ; 



3083 



10) 



' yei + 5 1 , 

*"> ~ 12 ~ + a 11 ' 

2971 8 

und 29718* - 61 • 3805 2 = -1 ; 



3805 



11) 



, .. V61 + 7 u | ! • 
"" 1 + % 2 ' 

5Q7Q7 

und 53797 2 -61-6888 2 = +12; 



6888 
12) «X2 = % usw - 

Bei fortgesetzter Berechnung der Näherungswerte 
können immer weitere Lösungen von t 2 — D • u 2 = +e 
gefunden werden. Auch die den weiteren Perioden 
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zugehörigen Näherungswerte werden immer wieder, 
positiv oder negativ, den Nenner des nächstfolgenden 
vollständigen Quotienten ergeben, so daß dann aus: 

t 2 — 61 • u 2 

nichts anderes sich ergeben kann, ab, positiv oder 
negativ genommen, die kleinen Zahlen: 

1, 3, 4, 5, 9, 12. 

Auch erkennt man, daß die in § 9 gefundene Lösung 
der gewöhnlichen Pell sehen Gleichung 

t 2 — D- u 2 = +1 

spezieller Fall unsrer Lösung ist, indem der Nenner 

des vollständigen Quotienten, der den (w + l)ten 

Partialnenner a H+1 =2g ergibt, 1 sein muß. 

In Formel 4) ist die Lösung des allgemeineren 

Falls dargestellt, wo D keine ganze, sondern eine 

E 
rationale Zahl — - ist. Die dort gefundene Lösung 

F.tf-E.qi = -c l+l .(-iy 
kann auch benutzt werden, um Lösungen der Gleichung 

a ' x 2 — b • y 2 = c 

zu finden. Man hat nur 1/ — in einen Kettenbruch 

V a 

zu verwandeln, die Näherungswerte zu berechnen, und 
deren Zähler und Nenner für x und y einzusetzen. 
Für c ergibt sich immer positiv oder negativ der 



— 177 — 

Nenner des nächstfolgenden vollständigen Quotienten. 
Als Beispiel diene: 

7 a; 2 — 19 y 2 = c. 

Man findet aus den vollständigen Quotienten, daß 
c nur gleich den folgenden positiven Zahlen sein kann: 

+ 1, +4, +7, +9, +11 

und außerdem gleich den folgenden negativen: 

—3, —12, —13. 

Wir führen hier die Lösung so weit, bis e = + 1 

wird, also 

7 z 2 — 19# 2 = +1 

gelöst erscheint, 



J/t 



1 Q 1 1 

.£= /l33 = l + _ ; 7.1» — 19.1» — —12, 



V133 + 7 1 

01 ~ 12 + o* ' 

4- also: 7 -2» — 19-1* = +9, 

1 » 



VI33 + 5 1 

"»- 9 - 1+ <i,' 

-|-, also: 7 • 3» — 19 • 2* = — 13, 

yi33 + 4 1 . 

08 ~ 13 + « 4 ' 

|-, also: 7 • 5» — 19- 3» = +4, 

Schubert, Auslese aus meiner Unterrichtspraxis. TL VL 
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Vl33 + 9 1 

4 05 

^, also: 7 -28» — 19.17» = — 3, 
17 



V133 + 11 _ , 1 

*- 8 = 7 + ^ ; 

||i-, also: 7- 201* -19- 122* = +11, 

yi33 + 10^ 1_ 

6 11 T cu, ' 

OOQ 

-y^-, also: 7 • 229 2 — 19.139»= 12, 

/ 133 + 1 1 

•»- 12— = 1 + ^ ; 

^-, also: 7 • 430 2 - 19 • 261 2 = +1 . 
261 

Die Gleichung 7# 2 --19# 2 = +l wird also durch 
x = 430 , 2/ = 261 gelöst. 



§12. Berechnung des Zahlenpaares, dessen 
Quadratsumme eine gegebene Primzahl ist. 

Die Kettenbruch-Entwickelung von j^D kann auch 
benutzt werden, um methodisch und ohne Probieren 

die Gleichung 

z 2 + # 2 — D 

zu lösen. Daß die gegebene ungerade Primzahl D 
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durch 4 geteilt, den Rest 1 lassen muß, oder, was 
dasselbe ist, von der Form 4 n + 1 ist, ist schon in 
§ 6 bewiesen. Auch ist in § 6 gezeigt, wie x und y 
gefunden werden kann, wenn die Darstellung einer 
Zahl, von der D ein Teiler ist, als Summe zweier 
Quadrate schon bekannt ist. Wie aber, ohne eine 
solche Voraussetzung, x und y allein aus p metho- 
disch zu berechnen ist, kann erst hier gezeigt werden. 
Wenn wir nämlich die Formel 1) des § 11 auf den 

Fall spezialisieren, daß D eine ganze Zahl ist, indem wir 

E 
in D = — • F= 1, also E=D setzen, ergibt dieselbe: 
F 

1) D = bf +1 + c M • c t . 

Wenn wir also unter den vollständigen Quotienten, 
aus denen die Kettenbruch-Entwickelung von /l) 
folgt, zwei aufeinanderfolgende finden, in denen die 
Nenner gleich sind, so ist die Darstellung von D als 
Summe zweier Quadrate bewerkstelligt. Nun ist in 
der Tat, wenn 2 m die Zahl der Partialnenner des 
paarig-symmetrischen Kettenbruches ist, der aus /I) 
sich ergibt, 

um diese Gleichheit zu beweisen, gehen wir von der 
in § 9 für paarig-symmetrische Kettenbrüche bewie- 
senen Pell sehen Gleichung 

aus und ersetzen hier p2m und q^m durch die in 

12* 
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Formel 7) des § 5 angegebenen und dort bewiesenen 
Ausdrücke. Dadurch erhalten wir: 

(Pm • Qm + Pm-1 • ?m-l) 2 + 1 = *> ' fem + 2m-l) 2 > 

wo nun +1 nach Formel 2) des § 2 durch 

(Pm * £m-l — Ptn-1 ' Qm) 2 

ersetzt werden kann. 60 kommt: 

(j>m ' Qm + Pm-1 ' 2m-l) 2 + (Pm * Qm-l — Ptn-1 ' £m) 2 

= #•(<& + <?Ll) 2 • 

Da sich das doppelte Produkt der beiden links stehen- 
den Quadrate aufbebt, so erhalten wir weiter: 

A • (Ä + si-0 +Ä-i • (£ + ai-i) = £(£ + Ä-O» 

und, nachdem durch g m + «ft*^ gehoben ist: 

JÄ+l£-t s -D(Ä + A-i) 
oder, was dasselbe ist, 

Ä — -D • Ä — -(pi-i - D • Ä-i) • 

Setzen wir nun nach Formel 5) in § 11 die Nen- 
ner c m bzw. c m+ i ein, so erhalten wir: 

-<Wl • (-l) m = +°m ' (-l) 1 "- 1 

oder, da (— l) m gleich +1 oder —1 ist, je nachdem 
(__l)m-i gleich —1 oder +1 ist: 

Von den 2 m vollständigen Quotienten des symme- 
trischen Kettenbruches, der aus fD folgt, haben also 
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der mte und der (m + l) te gleichen Nenner. Dem- 
nach wird aus unserer Formel 1): 

3) D = b* m+l + <£ +1 . 

Dieses Resultat lautet in Worten: 

Um das Zahlenpaar zu berechnen, dessen 
Quadratsumme die Primzahl D, die von der 
Form 4n+ 1 ist, ergibt, hat man fD in einen 
Kettenbruch zu verwandeln, und die voll- 
ständigen Quotienten so weit zu berechnen, 
bis ein Quotient erscheint, dessen Nenner 
derselbe ist, wie der Nenner des vorangehen- 
den Quotienten. Dann ergibt der so gefun- 
dene Quotient durch die beiden im Zähler und 
Nenner stehenden ganzen Zahlen das Zahlen- 
paar, dessen Quadratsumme gleich D ist. 

Für dieses wohl von Legendre (Zahlentheorie, 
nach der dritten Auflage von Moser übersetzt, 
Leipzig 1886, S. 72) herrührende Resultat, geben 
wir noch folgendes Beispiel: 

Um die Primzahl 1193 als Summe zweier Qua- 
drate zu erhalten, entwickele man /ll93 in einen 
Kettenbruch. Man erhält: 



ttj Di Qy 



V1193+3 , , 1 V1193+29 „. , 1 

^ 32 — 1+ v °*= — n 5+ ^ 
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V1193 + 26 , , 1 V 1193+21 n 
a,=l ! = 1-4 • a,=-i ! =3 

4 47 ^05' 5 16 

yil93 + 27 n , 1 yil93+31 , 1 

a *= 29 ~*+? ^ = 8 =8 + V 

JÜM+33 1 V1193+32 

a8_ 18 ~ + < "»" 13 " 

Da der vollständige Quotient für a Q denselben Nenner 
hat wie Og , nämlich 13 , so schließen wir die Ketten- 
bruch-Entwickelung und erkennen, daß 

1193 = 32 2 + 13 2 
ist. 

Daß es nur eine einzige Lösung der Gleichung: 

x 2 + y 2 Ä d 

geben kann, beweist Herr Bachmann (Elemente der 
Zahlentheorie, Leipzig 1892, 8. 232) auf folgendem 
sehr elementaren Wege. Da D eine ungerade Prim- 
zahl x von der Form 4 n + 1 sein muß, so muß eins 
der Quadrate, deren Summe D ist, gerade, das andere 
ungerade sein. Wenn es nun noch eine zweite Lö- 
sung gäbe, etwa 

af 2 + ^2 Ä d f 

und wenn x 2 und x* 2 die geraden, y 2 und tf 2 die 
ungeraden Quadrate wären, so müßten 

x af + y \f sowie xaf — y%f 

ungerade Zahlen, also mindestens 1 sein. Aus 
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D == x 2 + y 2 und D = x 2 + tf 2 folgt nun aber: 

D 2 = (xtf + afy) 2 + (xaf - ytf) 2 
und 

D 2 = (xtf - afy) 2 + (xaf + ytf) 2 . 

Folglich müßte, da, wie soeben gezeigt ist, (xaf + ytf) 2 
mindestens 1 sein muß: 

D>xtf + afy und D>xtf — afy 

sein. Nun ist aber: 

(x tf + af y) (x tf — afy) = x 2 *tf 2 — af 2 • y 2 

= (r> -y 2 )tf 2 - (P -tf 2 ) y 2 = Dtf 2 - y 2 ) . 

Demnach müßte das Produkt der beiden Zahlen, von 
denen soeben erkannt war, daß jede von ihnen < D 
ist, durch D teilbar sein. Es bleibt also nur übrig, 
daß dieses Produkt Kuli ist, also auch 

woraus y 2 = tf 2 folgt, und weil D = x 2 + y 2 = af 2 + tf 2 
angenommen war, auch x 2 = af 2 . Hieraus folgt aber, 
daß die Primzahl D nur auf einerlei Weise als Summe 
zweier Quadrate darstellbar ist. 

§ 13. Berechnung des Zahlenpaars, 
dessen Quadratsumme eine gegebene Primzahl- 
Potenz ist. 

Für die Darstellung von zusammengesetzten Zahlen 
als Quadratsummen beachte man, daß das Produ* 
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zweier Quadratsummen auf doppelte Weise als Summe 
zweier Quadrate dargestellt werden kann, weil 

x , l(a-c+b.d)*+(a.d— fc-e) 2 ! 

1) (a* + b*).(c* + d*) = {) T ' TV J\ 



ist, z. B.: 

377 = 29 • 13 = (5 2 + 2 2 ) • (3 2 + 2 2 ) 

(5 • 3 + 2 • 2) 2 + (5 • 2 — 3 • 2) 2 
(5 • 3 — 2 • 2) 2 + (5 • 2 + 3 • 2) 2 
= 19 2 + 4 2 oder = ll 2 + 16 2 . 



-{ 



Dabei beachte man, daß, wenn sowohl a und b als 
auch c und d einander teilerfremd sind, auch jedes 
der beiden Zahlenpaare, deren Quadratsumme gleich 
(a 2 + fe 8 ) • (c 2 + d 2 ) ist> ohne gemeinsamen Teiler sein 
muß. Wenn aber insbesondere c = a , d = b ist, so 
ergibt die erste Zerlegung (a 2 + 6 2 ) 2 + 2 , ist also 
als trival zu verwerfen. Dagegen ergibt die zweite 
Zerlegung: 

2) (a 2 + *> 2 ) 2 = (« 2 — & 2 ) 2 + (2 a fc) 2 . 

Wenn ferner c = 1 und d = 1 ist, so werden beide 
Zerlegungen identisch und es ergibt sich nur eine 
einzige Darstellung, nämlich: 

3) 2 • (a 2 + 6 2 ) = (a + 6) 2 + (a - 6) 2 . 

Aus 2) kann man durch nochmalige Anwendung 
von 1), indem man c = a, d = b setzt, zwei Zerlegungen 
von {cfl + 6 2 ) 8 finden, von denen jedoch wieder die 
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eine zu verwerfen ist, weil das resultierende Zeilenpaar 

a (a 2 + b 2 ) und b (a 2 + b 2 ) 

den gemeinsamen Teiler a 2 -f- b 2 hat. Daß man bei 
der Aufsuchung aller Zahlenpaare, deren Quadrat- 
summen eine gegebene Zahl darstellen, die mit gemein- 
samem Teiler zu verwerfen hat, hat darin seinen Grund, 
daß man aus allen Zerlegungen ohne gemeinsamen 
Teiler alle mit gemeinsamem Teiler durch einfache 
Multiplikation gewinnen kann. Diejenige aus 2) 
durch 1) gewinnbare Zerlegung von (a 2 + b 2 ) 3 , bei 
der das resultierende Zahlenpaar ohne gemeinsamen 
Teiler werden muß, lautet: 

(«2 + £2)3 == ( a S _ 3 ab 2y + ( 3 a 2 b __ £3)2 . 

Wiederum folgt aus dieser Zerlegung nur eine für die 
vierte Potenz von a 2 + b 2 , wenn man wieder Zahlen- 
paare, die einen gemeinsamen Teiler haben und triviale 
Zahlenpaare, wie e 2 + 2 ausschließt, nämlich: 

( a 2 + £2)4 = ( a 4 _ 6a 2&2 + £4)2 + (4 a 3 fc _ 4 a &3)2 . 

Hiernach ist zu vermuten, daß allgemein: 

U a * + b*) n = (a» — w* a w ~ 2 • b 2 + n 4 • a"~ 4 6 4 — ...)* 
\ + (n 1 aP- 1 b — n 9 a n -*b* + n 6 a n - 5 bP — ...)* 

sein muß, wo w t - = -77-7 ^i ist- 

^ ! [n — %) ! 

Um Formel 4) zu beweisen, setze man a = rcosg?, 
b =rsui(p. Dann erhält man: 

(a + ib) H = r" • (0089? + i&mtp) n 
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oder, nach Anwendung des Moivreschen Theorems 41 ): 

(a -f ib) n = r n • cosnq) + i • r n «mn<p . 

Entwickeln wir nun links nach dem binomischen 
Lehrsatz, so erhalten wir: 

(a n — w 2 • a w ~ 2 b* + w 4 • a"~ 4 ft 4 — . . .) 
+ * • {n\ • a n ~ 1 b — w 8 • a n_8 • fc 8 -f W5 • a n ~ 6 • Ifi — ...) 
= r w • cosng? + i • r w • sinn 99 . 

Hieraus folgen aber zwei Formeln, nämlich: 

r n • cosng? = a M — n% • a n "~* 6 2 + W4 • a n_4 6 4 — ... 
r w • sinn 99 = Wi • a n_1 -6 — n^ • a H ~ B b 9 
+ n 6 • a»- 6 b 5 — ... 

Da nun cos 2 w 99 + sin 2 n <p = 1 ist, so muß die 
Summe der Quadrate der rechts stehenden Ausdrücke 
gleich r* n sein, das ist aber gleich (a 2 -f 6 2 ) w . Damit 
ist aber Formel 4) bewiesen. 

Beispielsweise stellen wir nach Formel 4) die sechs 
ersten Potenzen von 13 = 3 2 + 2 2 als Quadratsummen 
dar. Wir erhalten, da a = 3, b = 2 ist: 

13 2 = (3 2 — 2 2 ) 2 + (2 • 3 1 • 2 1 ) 2 = 5 2 + 12* , 
13» = (3 8 — 3 • 3 1 • 2 2 ) 2 

+ (3 • 3 2 • 2 1 — 2 3 ) 2 = 9 2 + 46 2 , 



*) Einen elementaren Beweis dieses wichtigen Lehrsatzes 
findet man u. a. in § 18 des zweiten Teils meiner „Niederen 
Analysis", erschienen bei GL J. Göschen als Band 45 der 
„Sammlung Schubert 11 . 
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13 4 =(3 4 — 6 • 3 2 - 2 2 + 2*) 2 

+ (4 • 3 3 • 2 1 - 4 • 3 1 • 2 3 ) 2 = 119 2 + 120 2 , 

135 = (35 — 10 . 3 3 • 2 2 + 5 • 3 1 • 2 4 ) 2 

+ (5 • 3 4 • 2 1 — 10 • 3 2 • 2 3 + 2 5 ) 2 = 597 2 + 122 2 , 

136 = (3 6 — 15 • 3 4 • 2 2 + 15 • 3 2 • 2 4 — 2 6 ) 2 
+ (6 • 3 5 - 2 1 - 20 • 3 3 . 2 3 

+ 6 • 3 1 • 2 ß ) = 2035 2 + 828 2 . 

Hiernach kann also jede beliebige Potenz einer 
Primzahl als Quadratsumme dargestellt werden, wenn 
die Darstellung der Primzahl selbst als Quadratsumme 
bekannt ist. Wie aber das Zahlenpaar, dessen Quadrat- 
summe eine Primzahl D ist, methodisch aus D be- 
rechnet werden kann, lehrt § 12. 

§ 14. Berechnung der Zahlenpaare, deren 

Quadratsummen gleich einer gegebenen 

zusammengesetzten Zahl sind. 

Nach § 6 ist eine zusammengesetzte Zahl q nur 
dann Summe zweier Quadratzahlen, wenn dieselbe 
nur ungerade Primfaktoren enthält, die, durch 4 ge- 
teilt, den Rest 1 lassen. Nach § 13 kann jeder solcher 
Primfaktor beliebig oft in q enthalten sein. Die Zahl 2 
darf höchstens einmal in q enthalten sein, weil sonst 
gemeinsame Teiler erscheinen müßten. Hiernach ist 
die allgemeinste Form für eine Zahl, die Quadrat- 
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summe sein soll, die folgende: 

oder 

wo jede der l mit p bezeichneten Zahlen eine Prim- 
zahl von der Form 4w + 1 ist. Nach § 12 und § 13 
ist p"* nur auf einerlei Weise als Quadratsumme 
darstellbar. Das Produkt zweier solcher Potenzen ist 
aber nach Formel 1) in § 13 auf zweifache Weise so 
darstellbar, daher das Produkt dreier solcher Potenzen 
auf vierfache Weise usw., also das Produkt von l 
solchen Potenzen auf 

2'" 1 -fache 

Weise, wobei immer das Zahlenpaar, dessen Quadrat- 
summe gegeben ist, ohne gemeinsamen Teiler gedacht 
ist. Daß auch das Doppelte einer solchen Zahl auf 
ebenso vielfache Weise Summe zweier Quadrate sein 
kann, folgt aus Formel 2) in § 13. Um also eine 
beliebige zusammengesetzte Zahl auf alle mögliche 
Weise als Summe zweier Quadratzahlen ohne gemein- 
samen Teiler darzustellen, zerlege man dieselbe in 
Primfaktoren. Nur, wenn die Primzahl Zwei nullmal 
oder einmal, und wenn keine anderen ungeraden Prim- 
zahlen, als solche von der Form 4 n + 1 bei der Zer- 
legung vorkommen, ist die Aufgabe lösbar. Dann 
bestimme man nach § 12 für jede solche Primzahl 
die Quadratsumme, der sie gleich ist, und berechne 
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nach § 13 aus dem gefundenen Zahlenpaar, das 
Zahlenpaar, dessen Quadratsumme gleich der in der 
gegebenen Zahl steckenden Potenz dieser Primzahl 
ist. Endlich setze man nach Formel 1) in § 13 die 
zuletzt gefundenen Zahlenpaare zusammen. Aus jeder 
so gefundenen Lösung von 

q = x 2 -f- y 2 

kann eine Lösung für 2 • q gefunden werden, indem man: 

2 • q = (x + y) 2 + (x - y) 2 

setzt. Hierfür dienen die folgenden beiden Beispiele: 
1) Die Zahl 146'375125 soll auf alle mögliche 
Weise als Summe zweier Quadratzahlen ohne gemein- 
samen Teiler dargestellt werden. Die Zerlegung in 
Primfaktoren ergibt: 

146'375125 = 5 3 -13 4 .41 1 , 

so daß, da drei Primfaktoren von der Form 4 n + 1 
in der gegebenen Zahl stecken, 2 2 oder 4 Zerlegungen 
möglich sein müssen. 

Zunächst finden wir aus § 1 2 oder auch ohne weiteres: 

5=*2 2 + l 2 , 13 = 3 2 + 2 2 , 41 = 5 2 + 4 2 , 

woraus dann durch § 13 folgt: 

5 8 = ll 2 + 2 2 , 13 4 = 120 2 + 119 2 , 41 = 5 2 + 4 2 . 

Nun setze man zunächst 5 3 und 41 zusammen. Man 

findet: 

(11 • 5 + 2 -4) 2 + (ll -4 - 2 • 5) 2 = 63 2 +34 2 

(11.5-2.4) 2 + (ll-4 + 2.5) 2 = 47 2 +54 2 



5».41=J J 
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146'375125 ={ 



292'750250=< 



Jede dieser Zerlegungen hat man dann mit 

13 4 = 120 2 +119 2 

zusammenzusetzen, so daß man die folgenden vier Zer- 
legungen erhält: , ^^ Ä/VÄa , «,„„** 
8 6 f 11606 2 + 3417 2 

11577 2 + 3514 2 

12066 2 + 887 2 

{ 12073 2 + 786 2 J 

Hieraus ergeben sich dann die vier Zerlegungen des 

Doppelten von 146'375125 durch die Formel 2) des 

§13. nämlich 

S iü, aumuu j 15023 2 + 8189 2 ) 

15091 2 + 8063 2 

12953 2 + 11179 2 

{ 12859 2 + H287 2 J 

2) Die Zahl 32045 ist gleich 5.13-17.29, 
besitzt also vier verschiedene ungerade Primfak- 
toren, und hat demnach 2 3 oder 8 Zerlegungen in 
zwei Quadrate, die man auf folgende Weise findet: 
5 = 2 2 +l 2 , 13 = 3 2 +2 2 , daher: 

(2 • 3 + 1 • 2) 2 + (2 • 2 - 1 • 3) 2 = 8 2 + l 2 
(2 • 3 - 1 • 2) 2 + (2 • 2 + 1 • 3) 3 = 4 2 + 7 2 
woraus folgt, da 17 = 4 2 + l 2 ist: 

(8.4 + 1- 1) 2 + (8- 1-4. 1) 2 = 33 2 + 4 2 
(8 • 4— 1 • l) 2 + (8 • 1 +4 • I) 2 = 31 2 +12 2 
(4-4+7. 1) 2 + (7 • 4-4 • I) 2 = 23 2 +24 2 
(4.4-7.1) 2 + (7.4+4.1) 2 = 9 2 +32 2 J 



65 = 



65-17 
= 1105={ 



}• 
I. 
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woraus weiter folgt, da 29 = 5 2 + 2 2 ist: 

(33.5+ 4.2) 2 + (33-2- 4-5) 2 ^ 
= 173 2 + 46 2 

(33.5— 4.2) 2 + (33-2+ 4-5) 2 
= 157 2 +86 2 

(31 • 5 + 12 • 2) 2 + (31 • 2 - 12 • 5) 2 
= 179 2 + 2 2 

(31 • 5 — 12 • 2) 2 + (31 • 2 + 12 • 5) 2 
= 131 2 + 122 2 

(23 • 5 + 24 . 2) 2 + (23 • 2 - 24 • 5) 2 
= 163 2 + 74 2 

(23 • 5 - 24 • 2) 2 + (23 • 2 + 24 • 5) 2 
= 67 2 + 166 2 

(9 • 5 + 32 • 2) 2 + (9 • 2 — 32 • 5) 2 
= 109 2 + 142 2 

(9 • 5 - 32 • 2) 2 + (9 • 2 + 32 • 5) 2 
= 19 2 + 178 2 



1105-29 
= 32045 — \ 



I£L Abschnitt. 

Vierstellige Berechnung der Logarithmen 

auf höherer Stufe (Prima), aber ohne 

logarithmische Reihen, 

§ 1. Die Tripelformel. 

In Bd. I, Abschn. I haben wir eine Methode kennen 
gelernt, durch welche man, lediglich mit Anwendung 
der elementaren Formeln für (a -{- b)(a — b) , (a — b) 2 , 
(a — 6) 8 , (a — 6) 4 , zu den Logarithmen der Zahlen 
gelangen kann, ohne daß auch nur die Kenntnis des 
binomischen Lehrsatzes für den Fall, daß der Exponent 
ein Buchstabe ist, vorausgesetzt zu werden braucht. 
Wenn man jedoch diesen Lehrsatz als bekannt voraus- 
setzt, kann man zu den Logarithmen der Zahlen auf 
viel mehr Stellen gelangen, beispielsweise den Logarith- 
mus der Zahl 2 in zwei Grenzen einschließen, von 
denen die obere nur um drei Zehntausendmilliontel 
größer ist als die untere Grenze. Das Verfahren, 
welches zu solchen engen Grenzen führt, macht keines- 
wegs von den logarithmischen Reihen oder anderen 
unendlichen Potenzreihen Gebrauch, die überdies aus 
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den Pensenplänen der meisten deutschen Gymnasien 
jetzt verschwunden sind. Die Grundlagen meines Ver- 
fahrens habe ich schon in meinem Büchlein „Elementare 
Berechnung der Logarithmen 11 *) auseinander gesetzt. 
Inzwischen ist es mir jedoch gelungen, durch besser 
gewählte Ausgangspunkte die dort unter dem Namen 
Tripel verfahren erörterte Methode derartig zu ver- 
bessern, daß die zu findende untere und obere Grenze 
für den Logarithmus jeder Zahl sich um viel weniger 
unterscheiden, als in meinem Buche, wo die obere 
Grenze für log 2 um fünf Einhundertmilliontel größer 
war als die untere Grenze. Daß es bei geschickter 
gewählten Ausgangspunkten möglich ist, den Grenz- 
unterschied erheblich zu verbessern, habe ich schon 
in der Zeitschr. f. math. u. naturw. Unterricht XXXV, 
Heft 4 u. 5 (Elementare Berechnung der Logarithmen, 
Artikel IV) kurz skizziert. Hier soll nun der neue 
Weg ausführlicher beschrieben werden. 

Das Tripelverfahren beruht auf der von mir ge- 
fundenen und in meinem Buche (§ 4) mit Hilfe des 
binomischen Lehrsatzes bewiesenen Tripelformel. 
Dieselbe lautet: 

2x 2-l < 2 l0 % X ~~ ^gC« — 1 ) ~ l °S( X + 1) 

d , d 

<7T- 9 7 + 



2s 2 — 1 ^7 (2 z 2 — 1) (z 2 — 1) ' 
wo d eine noch zu bestimmende Konstante ist. Die 



*) Leipzig 1903, Göschen scher Verlag. 
Schubert, Auslese aus meiner Unterrichtspraxis. IL 13 



— 194 — 

Tripelformel schließt also den doppelten Überschuß 
des Logarithmus einer Zahl über das arithmetische 
Mittel der Logarithmen ihrer beiden Nachbarzahlen 

in zwei Grenzen ein, die sich um „ /rk a „ w a — — 

7 (2 a; 2 — 1) (sc* — 1) 

unterscheiden, wo unter den beiden Nachbarzahlen 
einer Zahl die um Eins kleinere und die um Eins 
größere zu verstehen sind. Von der Konstanten d 9 
die unten genauer berechnet ist, ist schon beim Be- 
weise der Tripelformel gezeigt, daß ihr Wert zwischen 
2 
— und 1 liegt. Wie klein der Grenzunterschied wird, 

ö 

wenn x nicht gar zu klein ist, geht aus der folgenden 
Betrachtung hervor. Der Unterschied der durch die 
Tripelformel gelieferten oberen und unteren Grenze, 

den wir — nennen wollen, muß kleiner sein, als 
a 



7(2x 2 -l)(a; 2 -l)* 

Es fragt sich also, wie groß x mindestens sein 
muß, damit 7 (2 x* — 1) (s 2 — 1) größer als a ist, oder: 



4/^14 2^16 



oder: 



(--4)*>^ 



oder: 



x 2 



3 1 r- 
-4>4^ 
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oder: 

Der gesuchte Grenzunterschied wird also 

sicher kleiner als — , wenn x größer als die 

a 

Hälfte der vierten Wurzel aus a gewählt wird. 
Wenn wir also wünschen, daß der Grenzunterschied für 

2 logx — log(x — 1) — \og{x + 1) 
kleiner als ein Sechzehnhundertmilliontel wird, brauchen 
wir nur x > 100 zu wählen. 

Um die vorkommenden Ungleichungen übersicht- 
licher zu gestalten, wollen wir immer an Stelle von: 

9<y<sf 

übersichtlicher schreiben 



y 



{',}■ 



so daß die untere Grenze über die obere gesetzt ist. 
Als Beispiel diene das unten abgeleitete Resultat über 
log 2. Dasselbe lautet: 



f0,30102'99955l 
° g 10,30102'99958J 



und bedeutet: 

0,30102'99955< log 2 < 0,30102'99958 . 

In anderer Weise fördern wir die Übersichtlichkeit, 
wenn wir bei zehnteiligen Dezimalbrüchen die ersten 
fünf Stellen von den letzten fünf durch einen Strich 
abtrennen. 

13* 
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§ 2. Die Berechnung zweier Grenzen für die 
Eonstante d und für log 2 . 

Durch die Tripelformel wird eine Beziehung zwi- 
schen den Logarithmen von drei aufeinander folgen- 
den Zahlen „ , . 

x — 1, x, x + 1 

festgestellt. Wenn nun verschiedene solcher Zahlen- 
tripel dieselben Primfaktoren enthalten, so muß es 
durch Elimination gelingen, den Logarithmus eines 
solchen Primfaktors in Grenzen einzuschließen, die, 
wenn x nicht gar zu klein ist, also etwa > 100 ist, 
nach § 1 sehr eng werden müssen. Demgemäß wen- 
den wir die Tripelformel auf die Zahlentripel: 



120, 


121, 


122 


121, 


122, 


123 


122, 


123, 


124 


123, 


124, 


125 


124, 


125, 


126 


242, 


243, 


244 


243, 


244, 


245 



1023, 1024, 1025 

an, indem wir in ihr £=121, 122, 123, 124, 
125, 243, 244, 1024 setzen. Dabei setzen wir 
immer den Logarithmus einer zusammengesetzten Zahl 
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gleich der Summe der Logarithmen ihrer Primfaktoren, 
und setzen immer 

log 5 = log(10 : 2) — 1 — log2 . 

Dadurch erhalten wir das folgende System von acht 
Gleichungen: 



1) 



2) 



3) 



4) 



5) 



6) 



— log61 + 41ogll — log3 — 3log2 — 1 

__ | 0,00003'41518 • d \ 
l 0,00003 , 41522.dj ' 

+ 2log61 — log41 — 21ogll — log3 + 21og2 
_ | 0,00003'35942 . d ) 
~" l 0,00003 , 35946 . d J ' 

— log61 + 21og41 — log31 + 21og3 — 3log2 

__ f 0,00003 , 30502 . d ) 
~~ \ 0,00003'30506 • d j ' 

— log41 + 21og31— log3 + 7log2 — 3 

_ ( 0,00003'25192 • d \ 
~ \ 0,00003'25196 - d ) ' 

— log31 — log7 — 21og3 — 9log2 + 6 

~~ 1 0,00003'20014 • d J ' 

— log 61 — 2 log 11 + 10 log 3 — 3 log 2 

_ f 0,00000'84676 . d ) 
"" \ 0,00000*84677 . d J ' 



7) 



8) 
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+ 2log61 — 21og7 — 5log3 + 5log2 — 1 
_ | 0,00000 , 83983 • d ) 
~~ \ 0,00000'83984 . d J ' 

' —log 41 — log 31 — log 11 — log 3+22 log2 — 2 
_ f 0,00000'04768 . d \ 
"~ \ 0,00000 , 04769 . d J 



In diesen acht Ungleichungen kommen außer der 
noch als Unbekannte zu betrachtenden Konstanten <Z 
sieben Unbekannte vor, nämlich die Logarithmen der 
Primzahlen: 

2, 3, 7, 11, 31, 41, 61. 

Um nun stufenweise zu eliminieren, hat man immer 
die beiden Koeffizienten des aus zwei Ungleichungen 
zu eliminierenden Logarithmus durch Multiplikation 
gleich zu machen. Wenn dann die Vorzeichen ver- 
schieden sind, hat man die beiden Ungleichungen zu 
addieren. Sind die Vorzeichen gleich, hat man vor- 
her bei der einen Ungleichung alle Vorzeichen um- 
zukehren, die rechts stehenden Grenzen zu vertauschen 
und dann zu addieren. 

Da log 7 nur in zwei von den acht Ungleichungen 
vorkommt, so wird man mit der Elimination von log 7 
beginnen. Dann erhält man zwischen d, log 2, log 3, 
log 11 , log 31 , log 41 , log 61 das folgende System 
von 7 Ungleichungen: 



9) 



10) 



" 



12) 



13) 



14) 



15) 
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— 21og61 — 21og31 + log3 — 231og2 + 13 
__ f 0,00005'56036 • d \ 
~~ \ 0,00005'56045 . d ) ' 

— log 6 1 + 4 log 1 1 - log 3 — 3 log 2 - 1 
__ | 0,00003'41518 • d \ 
~~ \ 0,00003'41522 • d j ' 

( +2 log 61 — log41 — 2 log 11 — log3 + 2 log 2 
__ f 0,00003 , 35942 • d ) 
~~ \ 0,00003'35946 . d ) ' 

— log 61+2 log 41 —log 31 + 2 log 3 — 3 log 2 
_ | 0,00003*30502 . d ] 
~~ \ 0,00003'30506 . d J ' 

— log41 + 2 log 31 — log 3 + 7 log 2 — 3 
_ | 0,00003'25192 . d ) 
"~{ 0,00003'25196.rfJ ' 

— log61 — 21ogll + 101og3 — 31og2 
l 0,00000'84676 . d ) 

l o,ooooo'84677 • <* j ' 

— log 41— log31-logll — log3 + 221og2— 2 

_ | 0,00000'04768 . d ) 
~~ \ 0,00000'04769 • d J 



Durch Elimination von log 41 erhält man nun weiter 
das folgende System von sechs Ungleichungen zwi- 



— 200 — 

sehen den sechs Unbekannten d, log 2, log 3, log 11, 
log 31, log 61: 



16) 



17) 



18) 






19) 



20) 



21) 



+ 2 log 61 + log 31 — log 11 — 20 log 2 + 2 

( 0,00003'31173 • d \ 
l 0,00003'31178 • d ) ' 

— log 6 1 — 3 log 3 1 — 2 log 1 1 + 4 1 log 2 — 4 
_ | 0,00003'40038 . d ) 
"* ( 0,00003'40044 . d ] ' 

( +3 log 31 + log 11 — 15 log 2 — 1 
__ | 0,00003'20423 . d ) 
"" 1 0,00003'20428 . d j ' 

-2 log 61 — 2 log 31 + log 3 — 23 log 2 + 13 
__ f 0,00005'56036 • d ) 
~"~ i 0,00005'56045 . d J ' 

— log 61 + 41og 11 - log3 — 3 log 2 — 1 
_ | 0,00003'41518 • d \ 
"" \ 0,00003'41522 . d J ' 

— log61 — 21ogll + 101og3 — 31og2 
__ | 0,00000'84676 • d \ 
"" l 0,00000'84677 . d J ' 



Weiter erhält man durch Elimination von log 61 das 
folgende System von fünf Ungleichungen mit den 
fünf Unbekannten d , log 2 , log 3 , log 11 , log 31 : 



22) 



23) 



24)- 
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+ log31 — ölogll + 201og3 — 26log2 + 2 
_ | 0,00005'00525 • d \ 
~ \ 0,00005'00532 . d ] ' 

— 31og31 — 101og3 + 441og2 — 4 

"~~ i 0,00002'55368 . d ] ' 

— 21og31 + 41og 11 — 191og3 — 17log2 + 13 
_ | 0,00003'86682 . d ) 
~~ \ 0,00003'86693 . d ] ' 



25) +6 log 11 — 11 log 3 



_ (0,00002 , 56841.d) 
"~|o,00002'56846.dj 



26)« 



+3 log 31 + log 11 — 15 log 2 — 1 
_ | 0,00003'20423 . d ) 
~~~ \ 0,00003'20428 . d j ' 



Wenn man weiter log 31 eliminiert, so erhält man 
das folgende System von vier Ungleichungen zwischen 
den vier Unbekannten d, log 2, log 3, log 11: 

— lölogll + 501og3 - 341og2 + 2 
27)«' 



_ | 0,00017'56936 . d \ 
~~ i 0,00017'56964 . d J ' 



28). 



—6 log 11 + 21 log 3 — 69 log 2 + 17 



__ | 0,00013'87732 . d \ 
"" i 0,00013'87757 . d j ' 
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— 16 log 11 + 60 log 3 — 63 log 2 + 7 



29) 



f 0,00011'81147 • dl 
l 0,000ir81173.tfJ ' 



30) +61ogll-lllog3— 1 



(0,00002 , 56841.d1 
~io,00002 , 56846.rfj 



Durch Elimination von log 11 entsteht nun ein System 
von drei Ungleichungen zwischen den drei Unbe- 
kannten d, log 2, log 3, nämlich: 

31) + 51og3 — 277log2 + 81 = 



32) — 121og3— 3631og2 + 115 



33)+101og3— 69 log2+16 



(0,00034'24732.dl 
~l0,00034'24913-4 

(0,00075 , 58337.rf1 
(0,00075 , 58615.dj 

f 0,00016*44575. d) 
""\0,00016'44603-dJ 



Durch Elimination von log 3 erhält man hieraus ein 
System von nur zwei Ungleichungen zwischen den 
allein noch unbekannten Zahlen d und log 2 , nämlich: 

,«*i c , **n f 0,00052'04861 . d \ 

34) —485 log 2 + 146 = { ' , }, 
J 6 \ 0,00052'05253 . d J 

™™, c , nn< f 0,00476'59123 • d \ 

35) — 2229 log 2 + 671 =1 ' >. 
' * \ 0,00476'60693 . d J 

Nun haben wir noch log 2 zu eliminieren, um den 
Wert der Konstanten d zu erhalten. Da 671 mal 485 
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nur um 1 größer ist, als 146 mal 2229, so erhalten wir: 

36) 1 = < -^5121-65718 . d 

1 * M5138'00936 • d 



Aus 36) folgt endlich: 



37) d 



_ | 0,86852 \ 
~ \ 0,86865 J ' 



Der verhältnismäßig große Unterschied der oberen 
und der unteren Grenze von d wird niemand stutzig 
machen, der bedenkt, daß in allen den vorangegangenen 
35 Ungleichungen die Größe d mit sehr kleinen Zahlen 
multipliziert erscheint. In der Tat folgen aus den 
beiden Grenzen für d, die sich um 13 Einhundert- 
tausendtel unterscheiden, zwei Grenzen für log 2, die 
sich nur um 3 Zehntausendmilliontel unterscheiden. 
Da durch das in § 4 zu erörternde Verdoppelungs- 
verfahren die Grenzen für log 2, ebenso wie die für 
die Konstante d von fundamentaler Bedeutung werden, 
so sollen schon hier die Grenzen für log 2 berechnet 
werden. Wir multiplizieren 34) mit fünf und subtra- 
hieren die erhaltene Ungleichung von 35). So kommt: 

f 0,00216*32858 • d \ 

38) 196log2-59=H , >• 

J 6 \ 0,00216'36388 • d J 

Nun eliminieren wir aus 35) und 38) die Konstante d 
durch Division und erhalten: 

> 00216'32858 196 log 2- 59 0,00216*36388 
0,00052*05253 < 146 — 485 log 2 "^ 0,00052*04861 
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woraus zwei Ungleichungen hervorgehen, erstens: 

0,34655'071950 

1,15121'65718 

zweitens: 

0,34659'99447 



<log2, 



1,15138'00936 
Hieraus ergibt sich: 



>log2. 



. n f 0,30102'99955 | 
log 2 = { ' , }. 

6 l 0,30102'99958 J 



§ 3. Logarithmen der Zahlen unter Hundert. 

In § 2 ist außer der Konstanten d auch log 2 
berechnet, d. h. in Grenzen eingeschlossen, die zehn- 
steUige Dezimalbrüche sind. Da 

log(a* • bP • & . . .) = <% • loga + ß • log& + y • logc + . . . 

ist, so ist es nur nötig, die Logarithmen der Prim- 
zahlen zu berechnen. Zunächst entnehmen wir den 
Grenzen für log 2 die für log 5 aus log 5=1 — log 2 

und erhalten: 

f 0,69897'00042 \ 
logö=| , 1. 

I 0,69897'00045 j 

Für log 3 erhalten wir aus 33): 

[0,47712 , 1252(n 
log3 = { ' , L 

e \ 0,47712'12577 j 

Bei dieser und den folgenden Berechnungen reicht 
es aus, wenn wir die Konstante d nur auf vier Dezimal- 



— 205 — 

stellen berücksichtigen, also für d entweder 0,8685 
oder 0,8687 setzen, je nachdem d, positiv gedacht, 
links oder rechts vom Kleinerzeichen steht 

Ans dem in § 2 aufgestellten Formelapparat, 
insbesondere aus Formel 30), entnehmen wir nun 

noch: 

( 1,04139'26797 ) 
logll = { , 1. 
e ( 1,04139'26912 J 

Um die Logarithmen der übrigen Primzahlen unter 
Hundert zu berechnen, ist es kürzer, direkt auf die 
in § 1 besprochene Tripelformel zurückzugehen, als 
den Formelapparat von § 2 zu benutzen. Vor allem 
wird man, namentlich bei den kleineren Primzahlen 
den Grenzunterschied in ihren Logarithmen dadurch 
verkleinern, daß man die Tripelformel nicht auf die 
Primzahl p selbst anwendet, sondern in dieser Formel 
x =p 2 setzt. So erhält man für p = 7 : 

f 0,00018'08998 ) 
41og7 — 2-3log2 — log3 = { , L 

* ee \ 0,00018'09523 j 

Transponiert man nun 2 + 3 log 2 + log 3 , so hat 
man zu beachten, daß man die unteren Grenzen von 
log 2 und log 3 bei der Addition zu 0,00018*08998 
zu verwenden hat, dagegen die oberen bei der Additon 
zu 0,00018'09523 . So erhält man: 



log 7 



| 0,84509'80345 \ 
= | 0,84509'80494 J " 
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Man hat nun bei der Auswahl der Primzahl, die 
man zunächst zu berechnen hat, immer zu beachten, 
ob die beiden Nachbarzahlen der Zahl, die man für 
x setzt, nur Primfaktoren enthalten, deren Logarithmen 
schon berechnet vorliegen. Dabei hat der Verfasser 
den folgenden Weg als empfehlenswert erkannt, wenn 
es darauf ankommt, den Grenzunterschied immer 
möglichst klein zu erhalten. 

Nachdem nunmehr die Logarithmen von 

2, 3, 5, 7, 11 

berechnet vorliegen, setze man in der Tripelf ormel 
x = 111 = 3- 37, da 110 und 112 nur die Prim- 
faktoren 2, 3, 5, 7, 11 enthalten. Dann ergibt 

sich« 

[ 1,56820 , 17134) 

log 37 = ] , \. 

6 }l,56820 , 17373j 

Dann berechne man log 73 aus log 2 , log 3 , log 37 . 
Darauf suche man die Grenzen des Logarithmus von 
29 aus x = 145 = 5 • 29 . Da 290 Nachbarzahl zu 
289 = 17 2 ist, so setze man nun x = 289 , um log 17 
zu erhalten. Darauf berechne man: 

1) log 13 aus a = 169; 

2) log 41 aus x = 1681 =» 41 2 , wobei zu beachten 

a + l = 2.29 2 ; 

3) log 181 aus <c = 181, weil 19» + 1 = 2 -181 ist; 

4) log 19 aus x= 361; 

5) log 71 aus x = 71; 
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6) log 141 aus x = 141 , weil 281 + 1 = 2 . 141 ißt . 

7) log 281 aus <c = 281; 

8) log 53 aus x = 53 2 = 2809 = 10 • 281 — 1 ; 

9) log 23 aus x = 23 2 = 529 = 10 • 53 — 1 ; 

10) log 31 aus x = 124 = 4 • 31 ; 

11) log 43 aus x = 43 2 = 1849 ; 

12) log 47 aus x = 47 2 = 2209 ; 

13) log 59 aus » = 118 = 2-59. 

Hiernach sind jetzt die Wege gezeichnet, um zu 
engen Grenzen für die Logarithmen der folgenden 
Primzahlen zu gelangen: 

2, 3, 5, 7, 11, 13, 17, 19, 23, 29, 31, 37, 

41, 43, 47, 53, 59. 

Für die noch nicht berechneten Logarithmen der 
Primzahlen, die noch größer sind, kommt man durch 
die Tripelformel auf hinreichend enge Grenzen, wenn 
man das x der Tripelformel gleich der Primzahl selbst 
setzt. Für die Logarithmen aller Zahlen über Hundert 
-wird in § 4 das Berechnungsverfahren noch besonders 
besprochen. Wir beschränken uns deshalb zunächst 
auf die Berechnung der Logarithmen der Zahlen unter 
Hundert. Auf den oben beschriebenen Wegen ergeben 
sich die in der folgenden Liste zusammengestellten 
unteren und oberen Grenzen der Logarithmen. Der 
besseren Übersicht wegen sind die Eesultate nach der 
Größe der Primzahlen geordnet. Die in Klammern 
hinten dazu gesetzte Zahl gibt an, um wieviel Hundert- 
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tausendmilliontel die obere und die untere Grenze 
sich unterscheiden. 

Liste der nach der Tripelformel 
berechneten Logarithmen der Primzahlen 

unter Hundert. 



i) 



2) 



3) 



4) 



5) 



6) 



7) 



8) 



9) 



log 2 



log 3 = 



log 5 = 



log 7 = 



log 11 = 



log 13 = 



log 17 = 



log 19 = 



log 23 = 



0,30102'99955 \ 
0,30102'99958j 

0,47712'12520 ) 
0,47712'12577 J 

0,69897'00042 \ 
0,69897'00045 J 

0,84509'80345 \ 
0,84509'80494 / 

1,04139'26797 1 
1,04139'26912 / 

1,11394'33486 1 
1,11394'33573/ 

1,23044'89170 \ 
1,23044'89265 / 
1,27875'35973 \ 
1,27875'36055 / 
1,36172'783241 
1,36172'78402| 



(3), 



(57), 



(3), 



(149) , 



(115) , 



(87), 



(95), 



(82), 



(78), 
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10) 



") 



12) 



13) 



14) 



15) 



16) 



17) 



18) 



19) 



20) 



log 29 



log 31 



log 37 = 



log 41 = 



log 43 = 



log 47 — 



log 53 = 



log 59 = 



log 61 = 



log 67 = 



log 71 = 



1,46239*79872 \ 
1,46239'80109 J ^ ^ ' 

l,49136'16867l 
1,49136'17028 J ( '' 



1,56820'171341 
l,56820'17373j 



(239) , 



1,61278'38491 \ 
1,61278 , 38665 J ^ ? ^ ' 

1,63346'84494 \ 
1,63346«84636 j ^ ^ 

1,67209*78541 1 
1,67209*78625 J 

1,72427 , 58645 \ 
1,72427'58763 J ^ ' ' 

1,77085*20003 1 
1,77085*20267 j 



(84), 



(264) , 



1,78532'98227 ) 
1,78532*98497 J ™ ? °' ' 



1,82607*47925 ) 
1,82607*48166 J 

1,85125'83385 \ 



(241) , 



,85125*83634 J ^ ™' 



Schubert, Auslese aus meiner Unterrichtepraxis. U. 14 
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21) 



22) 



23) 



24) 



25) 



log 73 



log 79 = 



log 83 = 



log 89 = 



log 97 = 



(288) , 



(166) , 



(149) , 



(188) , 



(241) . 



1,86332'28475 \ 
1,86332'28763 j 
1,89762'70841 \ 
1,89762'71008 J 
1,91907'80853 \ 
1,91907'81002 j 
1,94938'99981 \ 
l,94938'00169j 
1,98677 , 172481 
l,98677'17489j 

Die Logarithmen der zusammengesetzten Zahlen 
unter Hundert ergeben sich, wie schon oben erwähnt 
ist, aus den soeben zusammengestellten Logarithmen 
der Primzahlen durch bloße Addition. Wir können 
deshalb darauf verzichten, sie hier anzugeben. Kur 
soll hier noch eine Liste der Grenzunterschiede für 
alle Zahlen unter Hundert folgen, wie sie unsere 
Methode, die auf der Tripelformel beruht, und die 
gewählten Beispiele s = 121, 122, 123, 124, 125, 
243, 244, 1024 zum Ausgangspunkt hat. Die An- 
gabe dieser Grenzunterschiede für die Logarithmen 
aller ein- und zweiziffrigen Zahlen ist für das Folgende 
nicht ohne Bedeutung. Die Grenzunterschiede sind 
wieder, wie oben, in Klammern hinter die Zahl gesetzt. 
Auch sind sie wieder in Hunderttausendmilliontel an- 
gegeben. 
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Grenz unter schiede. 




21 


(206) 


41 (174) 


61 (270) 


81 (228) 


2 (3) 


22 


(118) 


42 (209) 


62 (164) 


82 (177) 


3 (57) 


23 


(78) 


43 (142) 


63 (263) 


83 (149) 


4 (6) 


24 


(66) 


44 (121) 


64 (18) 


84 (212) 


5 (3) 


25 


(6) 


45 (117) 


65 (90) 


85 (98) 


6 (60) 


26 


(90) 


46 (81) 


66 (175) 


86 (145) 


7 (149) 


27 


(171) 


47 (84) 


67 (241) 


87 (294) 


8 (9) 


28 


(155) 


48 (69) 


68 (101) 


88 (124) 


9 (114) 


29 


(237) 


49 (298) 


69 (135) 


89 (188) 


10 (0) 


30 


(57) 


50 (3) 


70 (149) 


90 (114) 


11 (115) 


31 


(161) 


51 (152) 


71 (249) 


91 (236) 


12 (63) 


32 


(15) 


52 (93) 


72 (123) 


92 (84) 


13 (87) 


33 


(172) 


53 (118) 


73 (288) 


93 (218) 


14 (152) 


34 


(98) 


54 (174) 


74 (242) 


94 (87) 


15 (60) 


35 


(152) 


55 (118) 


75 (63) 


95 (85) 


16 (12) 


36 


(120) 


56 (158) 


76 (88) 


96 (72) 


17 (95) 


37 


(239) 


57 (139) 


77 (264) 


97 (241) 


18 (117) 


38 


(85) 


58 (240) 


78 (150) 


98 (301) 


19 (82) 


39 


(144) 


59 (264) 


79 (166) 


99 (229) 


20 (3) 


40 


(6) 


60 (60) 


80 (9) 
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Aus der voranstehenden Liste der Grenzunter- 
schiede entnehmen wir, daß bei der auf der Tripel- 
formel beruhenden Berechnung der Logarithmen aller 
Zahlen unter Hundert die berechnete obere Grenze 
eines Logarithmus von der berechneten unteren Grenze 

nie mehr als um: 

0,00000'00301 

abweicht, und daß das arithmetische Mittel der Grenz- 
unterschiede der Logarithmen zweier aufeinander- 
folgenden Zahlen höchstens 

0,00000'00271 
beträgt 

§ 4. Die Berechnung der Logarithmen 

der Zahlen mit mehr als zwei Ziffern durch das 

T erdoppelungs verfahren. *) 

In § 3 ist gezeigt, wie die Tripelformel zu den 
Logarithmen aller Zahlen unter Hundert führt, und 
zwar dadurch, daß man für jeden Logarithmus eine 
obere und eine untere Grenze findet, wo der Grenz- 
unterschied mindestens 3 und höchstens 301 Zehn- 
tausendmilliontel beträgt. Aus den so gefundenen 
Werten gehen nun die Logarithmen aller geraden 
Zahlen zwischen Hundert und Zweihundert hervor, 



*) Die erste Anregung zu dem Verdoppelungsverfahren 
verdanke ich Herrn Braun in Trier, welcher mir brieflich 
den Rat gab, auch die Logarithmen von größeren ungeraden 
zusammengesetzten Zahlen nach der Tripelformel zu berechnen. 
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indem man zu den Grenzen der Logarithmen der 
Zahlen von 51 bis 100 die beiden Grenzen für log 2, also 

0,30102'99955 bzw. 0,30102'99958 

addiert Ebenso wird man die Grenzen für die Loga- 
rithmen der durch fünf teilbaren ungeraden Zahlen 
zwischen 100 und 500 finden, indem man zu den 
Logarithmen der Zahlen von 21 bis 100 die beiden 
Grenzen für log 5, also: 

0,69897'00042 bzw. 0,69897*00045 
addiert 

Nach einer derartigen Auffindung der Grenzen 
für die Logarithmen der geraden Zahlen zwischen 
100 und 200 gelangt man durch die Tripelformel 
auch zu den Logarithmen der nicht durch fünf teil- 
baren ungeraden Zahlen, und zwar direkt und ohne 
irgend welche Eliminationen, weil, wenn x ungerade 
ist, x — 1 und x + 1 gerade sind und deshalb die 
Tripelformel loga? durch zwei Logarithmen ausdrückt, 
deren untere und obere Grenzen nach dem Obigen 
bekannt sind. So ergibt die Tripelformel beispiels- 
weise für log 139 die untere Grenze: 

¥7( ^ ir i)+iaogl38 + logl40), 

wo für log 138 und log 140 die unteren Grenzen zu 
setzen sind, oder: 

0,8685 



77282 



+ Iog2 + i(log69 + log70), 
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wo für log 2, log 69, log 70 die unteren Grenzen zu 
nehmen sind« In derselben Weise ergibt die Tripel- 
formel für log 139 die obere Grenze: 

-y^ + log 2 + £ (log 6 9 + log 70) 

0,8687 



+ 



7- 77282.138-140 ' 

wo für log 2, log 69, log 70 die oberen Grenzen zu 
nehmen sind. Nun ist 

0,8685 ^^«„oo™ 
' nft = 0,0000ri2380 , 

77282 ' ' 

i (log 69 + log 70) = 1,841 97'35594 , 

log2 = 0,30102 , 99955, 

wo die unteren Grenzen genommen sind, woraus folgt: 

2,14301 , 47929<logl39. 

Zur Berechnung der oberen Grenze erhält man: 

0,8687 

T7282" - °> 00001 ' 12 *<>6 ■ 

i(log 69 + log 70) = 1,84197'35737 , 

log2 = 0,30102'99958, 
= 0,00000'00001 , 



0,8687 



7-77282.138.140 
woraus folgt: 

logl39< 2,14301*48102. 
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Der Unterschied der beiden für log 139 gefundenen 
Grenzen beträgt 173 ZehntausendmillionteL*) 

Um jetzt prüfen zu können, um wieviel der 
Grenzunterschied durch das auseinandergesetzte 
Yerdoppelungsverfahren höchstens anwächst, 
setzen wir a;=2n + l, und bezeichnen mit 

u n bzw. o n 

die untere bzw. obere Grenze für logn. Dann er- 
halten wir als untere Grenze: 

0,8685 



2 • [2 • (2 n + iy — 1] 
und als obere Grenze: 

0,8687 



+ «I +i(w,, + Wn+i), 



2.[2.(2n + l)*-l] 

0,8687 



+ °2 + iK + On+l) 



+ 



2 [2 (2 n + 1)* — 1] • 7 • 4 • n (n + 1) ' 

Um hiernach den Grenzunterschied allgemein aus- 
drücken zu können, setzen wir allgemein: 

o n — w w = d n . 
Dadurch erhalten wir als Grenzunterschied: 

' 0002 lü I IM 1 * ^ 

2.[2(2n + l)'-l] +d * + i( * n + * n+l) 

0,8687 
+ 



56n(n + l)[2(2n + l)* — 1] 



*) Auch bei ungeraden zusammengesetzten Zahlen 
gibt das Yerdoppelungsverfahren meist engere Grenzen ihrer 
Logarithmen als die Addition der Logarithmen der Primfaktoren. 
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oder: 

0,01551'25 



+ 



n(n + l)[2(2w + l) 8 -l]' 



Bei der obigen Anwendung des Verdoppelungs- 
verfahrens auf die Berechnung der Grenzen der Lo- 
garithmen der Zahlen zwischen 100 und 200 war 
n höchsens 99. Das am Schluß von § 3 berechnete 
höchste arithmetische Mittel 271 Zehntausendmilliontel 
ist das Maximum von -J-(ä n + <5 n +i)- Der erste Ad- 
dende des oben allgemein ausgedrückten Unterschieds 
der Grenzen ergibt für n = 99 0,00000'00013 . Der 
zweite Addende <J 2 beträgt drei Zehntausendmilliontel. 
Endlich beträgt der vierte Addende für n = 99 we- 
niger als zwei Zehntel von einem Zehntausendmilliontel. 
Wir erhalten also für die Grenzunterschiede der 
Logarithmen der Zahlen von 100 bis 200 we- 
niger als 

13 + 3 + 271 + 0,2 

oder weniger als 287,2 eines Zehntausend- 
million tel. Wenn man nun das Verdoppelungs- 
verfahren weiter anwendet, um aus den Logarithmen 
der Zahlen zwischen 100 und 200 die der Zahlen 
zwischen 200 und 400 zu finden, daraus die Loga- 
rithmen der Zahlen von 400 bis 800, dann weiter 
die Logarithmen der Zahlen von 800 bis 1600 usw., 
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so wächst der höchste Grenzunterschied zwar an, 
aber sehr langsam, indem zwar <5 2 immer gleich 
drei Zehntausendmilliontel zu setzen ist, aber 

0,0001 0,01551'25 



2(2w+l) 2 — 1 ' w(n+l)[2(2n+l)* — 1] 

schon für n = 199 wenig mehr als drei Zehntausend- 
milliontel beträgt, so daß der Grenzunterschied bei 
der Berechnung der Logarithmen der Zahlen von 
200 bis 400 durch das Verdoppelungsverfahren klei- 
ner als 291 Zehntausendmilliontel betragen muß. Setzt 
man gar n = 399, so wird die soeben angegebene 
Summe viel kleiner als ein Zehntausendmilliontel usw. 
Folglich muß bei jeder neuen Anwendung des Ver- 
doppelungsverfahrens der höchste Grenzunterschied 
um weniger als vier Zehntausendmilliontel anwachsen. 
Hieraus folgt aber: 

Bei wiederholter Anwendung des Verdop- 
pelungsverfahrens, um die Logarithmen der 
Zahlen zwischen 100 -2* bis 100-2^ +1 zu be- 
rechnen, bleibt der Überschuß der oberen 
Grenze über die untere für p > 1 immer noch 
kleiner als 283 + ^P eines Zehntausendmil- 
liontel. 

Daß das Verdoppelungsverfahren immer anwend- 
bar ist, so lange es überhaupt Sinn hat, die Mantissen 
der Logarithmen von Zahlen zu berechnen, erkennt 
man, wenn man etwa p = 54 setzt Dann wird 
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283 + ±p = 499 und 100 • 2p eine 17-ziffrige Zahl 
Wir können also das Resultat aussprechen: 

Die Anwendung der Tripelformel zur Be- 
rechnung der Logarithmen von ein- und zwei- 
ziffrigen Zahlen, in Verbindung mit der An- 
wendung des Verdoppelungsverfahrens bei 
größeren Zahlen ergibt für den Logarithmus 
jeder beliebigen Zahl eine obere und eine 
untere Grenze, so daß die obere Grenze höch- 
stens um die Hälfte eines Zehnmilliontel grö- 
ßer ist, als die untere Grenze. 
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Mutbemntlsclie Mußestunden. 

Eine Sammlung 

von 

Geduldspielen, Kunststücken und 
Unterhaltungsaufgaben mathematischer Natur 

von 

Dp. Hermann Schubert, 

Professor an der Oelehrtenschule des Johanneunis zu Hamburg. 

Große Ausgabe in 3 Bde. gebunden ä M. 4.—. 
Kleine Ausgabe gebunden M. 5.—. 

Wie schon der Titel sagt, handelt es sich hier um kein streng 
wissenschaftliches Werk, sondern um ein Buch, in dem der Verfasser 
allerhand Qedanken über Dinge niedergelegt hat, die mit der Mathe- 
matik in Berührung stehen und mit denen sich jeder Gebildete oft und 
gern in seinen Mußestunden beschäftigt. Es sind ungezwungene, 
kritisch-historische Betrachtungen und unterhaltende Plaudereien über 
alle möglichen Probleme und Kunststücke, die in einer auch dem 
Laien leicht faßlichen Form vorgeführt, erklärt und ergänzt werden. 

Zwölf Geduldspiele 

für Nicht-Mathematiker 

zum Zwecke der Unterhaltung historisch und kritisch 

beleuchtet 

von 

Dp* Hermann Schubert, 
Professor an der Gelehrtenschule des Johanneums zu Hamburg. 

Originell kartoniert M. 2.—. 

In einigen dieser Spiele dürfte jeder Leser alte Bekannte wieder- 
erkennen, die ihm arges Kopfzerbrechen gemacht haben. Kinderleicht 
wird indessen die Arbeit, wenn man den Weisungen des Verfassers 
folgt. Derselbe begnügt sich übrigens nicht mit der Schilderung der 
Spiele und der Enthüllung ihrer Geheimnisse, sondern erteilt zugleich 
sehr anziehende kulturgeschichtliche Aufschlüsse. 
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Elementare Berechnung 
== der Logarithmen =^= 

eine Ergänzung der Arithmetik-Bücher 

von 

1>r» Hermann Schubert, 
Professor an der Qelehrtenschule des Johanneums in Hamburg. 



Broschiert M. 1.60. 



Auf allen höheren Schulen sind Logarithmentafeln eingeführt. So 
kommt es, daß die meisten Gebildeten wissen, was Logarithmen- 
tafeln sind und auch wohl, daß sich durch den Gebrauch solcher 
Tafeln alles Rechnen bequemer gestalten läßt. Wie man aber solche 
Tafeln berechnen kann, oder wie man überhaupt den Logarithmus 
auch nur einer einzigen Zahl auf fünf oder noch mehr Dezimalstellen 
ausrechnen kann, das weiß außer den studierten Mathematikern 
selten jemand. Dies rührt daher, daß die Logarithmen durch loga- 
rithmische Potenzreihen berechnet werden, und daß solche Potenz- 
reihen an Gymnasien gar nicht, an Realgymnasien und Oberrealschulen 
aber höchstens in Prima behandelt werden können. 

Das vorliegende Buch kommt daher einem dringenden Bedürfnis 
entgegen, indem es zeigt, wie ganz ohne logarithmische Reihen, nur 
mit Anwendung der elementaren Mathematik und des binomischen 
Lehrsatzes, die Logarithmen der Zahlen genau gefunden werden 
können, d. h. wie immer zwei Zahlen gefunden werden können, von 
denen die eine kleiner, die andere größer als der gesuchte Logarithmus 
ist, und zwar so, daß sich die beiden gefundenen Zahlen nur um 
wenige Milliontel unterscheiden. 

Das kleine billige Buch sei daher nicht allein allen Lehrern der 
Mathematik empfohlen, sondern auch allen denjenigen Praktikern, 
welche die Logarithmentafeln oft handhaben müssen, und denen daran 
liegt, zu erfahren, wie solche Tafeln, ohne Anwendung anderer, als 
nur elementare Mittel, berechnet werden können. 
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Sammlung von arithmetischen und algebraischen 
Fragen und Aufgaben, verbunden mit einem systema- 
tischen Aufbau der Begriffe, Formeln und Lehrsätze der Arith- 
metik, für höhere Schulen. 

Erstes Heft: Für mittlere Klassen. 4. Aufl. Brosch. M. 1.80, 
geb. M. 2.25. 

Zweites Heft: Für obere Klassen. 3. Aufl. Brosch. M. 1.80, 
geb. M. 2.25. 

Ausgewfthlte Resultate zu beiden Heften. 2. Aufl. Kart. M. 1.—» 

Aufgaben aus der Arithmetik und Algebra für Real- und 
Bürgerschulen. Ein Auszug aus der Sammlung von arith- 
metischen und algebraischen Fragen und Aufgaben. Erstes 
Heft. 2. Aufl. Brosch. M. 1.—, kart. M. 1.20. 

Erstes Heft mit Resultaten« 2. Aufl., kart. M. 1.70. 

Ausgewählte Resultate zu Heft 1, brosch. M. —.50. 

System der Arithmetik und Algebra als Leitfaden für den 
Unterricht in höheren Schulen. Brosch. M. 1.80, geb. M. 2.—. 



«S» «|* qg* 

Die »Sammlung von arithmetischen und algebraischen Fragen und 
Aufgaben, verbunden mit einem systematischen Aufbau der Begriffe» 
Formeln und Sätze der Arithmetik" eignet sich hauptsächlich für Gym- 
nasien« das erste und zweite Heft der „Aufgaben aus der Arithmetik 
und Algebra für Realschulen" ist für Realschulen bestimmt. 
Letztgenanntes Werk enthält keinerlei theoretische Begründungen, 
sondern lediglich Aufgaben« natürlich angepaßt an den Lehrgang 
des Verfassers, aber doch, ihrem Inhalt nach, mehr für Realschüler als. 
für Gymnasiasten geeignet. 
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Sammlung Schubert 



Tranria der Elektrliltil u.tl. Maar*- 

Elektromagnetismus TOD Prof. Dr. 
J. Gassen in Hamburg. M. 7. — . 



_ _ I Flächen II. Toll von 

ProlessorDr. Victor Kornmerell In 
Reutlingen u. Professor Dr. Karl 
Kommet eil In Hellbronn. M. 550. 
Nieder* »n.l»il. II. Teil: Funk- 
Uonan, Potemrelhan, Gleichungen 
von Professor Dr. Hermann 
Schubert in Hamburg. M. 3.80. 
Thetafunfcllonan u. hyperelllptlache 
Funktionen von Oberlehrer E. 
Landfrledt In Straßburg. M. 450. 
Thermodynamik II. Teil von Prof. 
Dr. W. Voigt, Gott Ingen, M. 10.— . 
< Nicht-Euklidische Biometrie v.Dr. 
H. Liebmann, Leipzig. M. 6J0. 
In Vorbereitung bzw. projektiert sind; 




ler dartte Menden 
. . _n Professor Erich 
,ii In Kassel. 
.. ....!• der Mathematik von Prof. 

Dr. A. von BiaunmUhl und Prof. 
Dr. S. Günther In München. 
Dynamik von Professor Dr. Karl 

Heun In Karlsruhe. 
Teehniiche Mechanik von Prof. Dr. 

Karl Heun in Karlsruhe. 
GeodUle von Professor Dr. A. Galle 

In Potsdam. 
Allgemeine Funktionentheorie vor 
Paul Epstein In Strasburg. 
Rtumlkhe projektli* Geometrie. 
Geometrische Transtonnationen II. Teil 
von Professor Dr. Karl Doehfe- 
mann In München. 
Elliptische Funktionen von Dr. Karl 
Boehm In Heidelberg. 



insMmetria II. Teil von Prof eBäOt 
Dr. Konrad Zlndler in Innsbruck. 
mitlk von Professor Dr. Karl 
Heun In Karlsruhe. 
Elektromagnet Uohtttaeerie von Prot 
Dr. j. Gasten In Hamburg. 

Prof. Dr. E. Netto in Gießen, 

nris der Fliehen dritter Ordnung. 

Prof. 

Wangerin In Halle. 
ElaetliltlU- und Festigkeitslehre Im 
Bauwesen von Dr. itig. H, Reißner 
In Berlin. 

.ts- und Festigkeitslehre im 
Maschinenbau von Dr. Rudolf 
Waener in Stettin, 
shleches Rechnen von Prof. Aug. 
Adler In Prag. 
Höhere Differentialgleichungen von 

Prof.]. Hörn in Clausthal. 
Grundlagen der theoretischen Chemie 
— n Dr. Franz Wenzel in Wien. 
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